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Esker onak
DBH 2ko ikasleekin jokatzen den Nafarroako matematika olinpiadara 2007an hur-
bildu nintzen, lehenengo aldiz, irakasle gisa. Garraldako ikasle bat bidali nuen Tuterako
Valle del Ebro ikastetxean jokatu zen ediziora. Izugarria iruditu zitzaidan 180 ikasle in-
guru matematikaren festa batean biltzea, euren borondatez, eta larunbata goiz batean.
13 urteko ikasle batek egiteko beste ezer ez balu bezala.
Artean, ez nituen ezagutzen olinpiadako ohiturak. Azken unera arte ez nintzen ohartu
antolatzaileek lepotik helduko nindutela, tribunalera sar nendin frogak zuzentzera. Ez
nekien tribunalean ahots goxoz mintzatu zitzaidan unibertsitateko irakasle hura Miguel
R. Wilhelmi zenik. Bada, nork esango zidan niri topaketa horren ondoren unibertsitatean
amaituko nuela irakasle eta Miguel izango zela nire tesi zuzendaria.
Miguelek pazientzia handia izan du nirekin eta lan honekin. Horregatik, nire eskerrik
handienak harentzat dira. Baina bidean izan ditut beste lagun eta adiskide batzuk, eta
guztiek ekarri naute puntu honetara. Tesi hau eskaini nahi diet:
Elhuyar Fundazioko lagunei, haiek irakatsi zidatelako zientzia gai hartuta behar
bezala idazten.
Garraldako Ikastetxeko lankideei, han zaildu nintzelako irakasle. Maisuen eskutik
jakin nuen zer zen matematika irakastea.
Matematika Olinpiadako antolatzaileei, haiek proposatu baitzidaten unibertsita-
tera sartzea.
NUPeko Matematika Sailari, 10etako kafeagatik.
NUPeko eta UEUko ikasleei, haien lepotik garatu ditudalako lan honetan agertzen
diren funtsezko ideiak.
Nazioarteko GeoGebra komunitateari, Cantabria, Bartzelona eta Linzen etxean
bezala sentiarazteagatik.
Eduardo izan baitzen Brousseauren seme, Miguel berriz iloba, horrek bihurtzen nau
ni haren alabaso.
v

Zergatik ikasi
ahanztekotz gero
ikasiak oro?
Mirande, J. (1950-1966). Poemak.

Observaciones
Esta memoria para aspirar al Grado de Doctor en Ciencias se estructura en dos
partes. La Parte I describe el estado actual del Marco Teorico empleado, y lo ampla
en aspectos relativos al uso del medio material \software de geometra dinamico", ejem-
plicado en el uso de GeoGebra. La Parte II presenta el dise~no y la implementacion de
una Ingeniera Didactica de un proceso de estudio de sistemas de ecuaciones (del tipo
parabola-recta), sobre este soporte material.
En el desarrollo del trabajo se han utilizado construcciones dinamicas dise~nadas con
GeoGebra. Estas construcciones se utilizan para ejemplicar los desarrollos teoricos en
la Parte I, y para el dise~no y la puesta en marcha de la experimentacion en la Parte II.
En el cuerpo del texto se han includo, como apoyo a la lectura, capturas de imagenes
de estos modelos dinamicos, ademas de indicaciones sobre su utilizacion, en los casos
pertinentes.
Todas las construcciones dinamicas se han recopilado y se pueden consultar en un
Libro GeoGebra. El libro de construcciones completo se puede consultar en el siguiente
enlace:
http://tube.geogebra.org/book/title/id/nSrLvW0u#
Las construcciones se organizan en el libro siguiendo el criterio de aparicion cro-
nologica. A lo largo del texto, se incluyen en cada captulo los enlaces particulares a pie
de pagina.

Indice general
Esker onak v
Observaciones ix
I Marco teorico 1
1. Motivacion 7
1.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2. Aprendizaje por modelos dinamicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3. Preguntas, objetivos e hipotesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2. Instrumentacion 21
2.1. Nocion de instrumento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1.1. Control epistemologico e instrumentacion con GeoGebra . . . . . 23
2.1.2. GeoGebra e ilusion de la transparencia . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2. Momentos de uso del instrumento GeoGebra . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.1. Exploracion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.2. Ilustracion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.3. Demostracion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.4. Implicaciones para la ense~nanza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.2.5. Del soporte al medio material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3. Modelo didactico 45
3.1. El medio material y la situacion adidactica . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.2. Institucionalizacion del conocimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2.1. Signicados de los objetos matematicos y conictos semioticos . 59
3.2.2. Percepcion social de la practica matematica . . . . . . . . . . . . 61
3.3. Construccion del signicado personal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.4. Uso de intensivos y niveles de algebrizacion . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.5. El soporte material: representaciones ostensivas . . . . . . . . . . . . . . 70
3.6. Sistemas de objetos unitarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.7. Objetos matematicos primarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.8. Analisis didactico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.9. Obstaculos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
3.10. Fenomenos didacticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
xi
xii Indice general
4. Ingeniera didactica 87
4.1. Estructura clasica de una ingeniera didactica . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.2. Ingeniera didactica basada en el EOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.3. ID y metodos estadsticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
II Ingeniera Didactica 99
5. Estudio previo 105
5.1. Antropologa del saber \ecuaciones e inecuaciones" . . . . . . . . . . . . 106
5.1.1. Empezar por el nal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.1.2. Regula falsi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
5.1.3. Metodo de \excedente y escasez" . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.1.4. Reparto proporcional y reparto en progresion aritmetica . . . . . 114
5.1.5. Metodo de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
5.1.6. Metodo geometrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
5.1.7. Resolucion por congruencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
5.1.8. Sntesis de objetos matematicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.2. Dimension epistemologica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
5.2.1. Resolucion aritmetico-algebraica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
5.2.2. Resolucion analtico-funcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
5.2.3. Resolucion matricial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
5.2.4. Restricciones del campo numerico . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
5.3. Dimension cognitiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
5.4. Dimension de ense~nanza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
5.4.1. La resolucion de ecuaciones en el currculo vigente . . . . . . . . 141
5.4.2. Coherencia entre currculum y libros de texto . . . . . . . . . . . 143
5.4.3. La nocion de igualdad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
5.4.4. Estudio piloto: GeoGebra en un momento de exploracion . . . . 149
6. Analisis a priori 159
6.1. Aspectos institucionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
6.1.1. Construccion de un signicado de referencia . . . . . . . . . . . . 163
6.1.2. Concrecion del modelo dinamico . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
6.1.3. Concrecion del campo numerico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
6.1.4. Variables macro-didacticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
6.2. Aspectos personales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
6.2.1. Conocimientos previos y emergentes . . . . . . . . . . . . . . . . 177
6.2.2. Comportamientos esperados y obstaculos relacionados . . . . . . 178
7. Experimentacion 183
7.1. Muestra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
7.2. Cuestionario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
7.2.1. Cuestionario MD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
7.2.2. Cuestionario MA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
7.2.3. Consignas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
7.3. Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
7.3.1. Interacciones del estudiante con el medio dinamico . . . . . . . . 191
Aitzol Lasa
Indice general xiii
7.3.2. Variables externas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
7.3.3. Variables internas en las tareas T1-T2-T3 . . . . . . . . . . . . . 194
7.3.4. Resultados de la tarea T1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
7.3.5. Contrastes de hipotesis en la tarea T1 . . . . . . . . . . . . . . . 204
7.3.6. Resultados de la tarea T2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
7.3.7. Resultados de la tarea T3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
7.3.8. Variables internas en las tareas T4-T5 . . . . . . . . . . . . . . . 221
7.3.9. Resultados de la tarea T4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
7.3.10. Contrastes de hipotesis en la tarea T4 . . . . . . . . . . . . . . . 229
7.3.11. Resultados de la tarea T5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
7.3.12. Analisis estadstico-implicativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
8. Analisis a posteriori 249
8.1. Discusion de los resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
8.1.1. El modelo y la titularidad de centro en las tareas T1 y T4 . . . . 251
8.1.2. El genero en las tareas T1 y T4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252
8.1.3. Gestion del tiempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
8.1.4. Ruptura epistemologica y prevalencia algebraica . . . . . . . . . 255
8.1.5. Inuencia del campo numerico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
8.1.6. Interpretacion del sistema como una ecuacion . . . . . . . . . . . 263
8.1.7. Orden de ejecucion de la tarea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
8.2. Idoneidad didactica del proceso de estudio . . . . . . . . . . . . . . . . . 268
8.2.1. Dimension ecologica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268
8.2.2. Dimension epistemica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268
8.2.3. Dimension afectiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
8.2.4. Dimension interaccional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
8.2.5. Dimension cognitiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271
8.2.6. Dimension mediacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
Sntesis, conclusiones y cuestiones abiertas 275
Dimension epistemologica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278
Dimension cognitiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
Dimension de ense~nanza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
Implicaciones para la determinacion de procesos de estudio . . . . . . . 282
Validacion de hipotesis iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
Cuestiones abiertas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
III Anexos 287
A. Una parcela para Txuri 289
B. Tablas de resultados 307
C. El estudiante y la maquina 339
Referencias 351
Indice de Figuras 360
Instrumentacion con GGB e idoneidad didactica en la resolucion de sistemas de ecuaciones
xiv Indice general
Indice de Tablas 365
Indice Alfabetico 369
Aitzol Lasa
Parte I
Marco teorico
1

Presentacion
En la Educacion Secundaria, el docente utiliza el software de geometra dinamica
en su practica profesional de forma palpable, aunque minoritaria. La utilizacion
del software GeoGebra es innovadora, pero dista de estar normalizada.
A la hora de identicar los condicionantes de la actividad docente y optimizar los
procesos de instruccion, es necesario, en primer lugar, denir las conguraciones
de objetos y procesos matematicos que participan en la resolucion de problemas.
Ademas, los instrumentos utilizados en la actividad matematica determinan el
modo en el que se desarrolla la tarea y la forma en la que el estudiante da un
signicado personal a tales objetos y procesos.
La eleccion de los instrumentos y la instruccion en su manejo no son un objetivo
en s mismo. Su utilizacion de debe integrar como un soporte mas en las distin-
tas conguraciones geometricas, funcionales y algebraicas, para evitar un posible
efecto de deslizamiento metacognitivo, en el sentido de la Teora de situaciones
didacticas en matematicas.
As pues, para articular un discurso que ayude a aclarar estos objetivos, hay que
seleccionar un marco teorico que permita, por un lado, el analisis de los com-
portamientos de los estudiantes ante tareas algebraicas asistidas por instrumen-
tos informaticos, y por otro, el dise~no de una ingeniera didactica. Es necesario,
ademas, teorizar la nocion clave de instrumento.
El Enfoque onsosemiotico del conocimiento y de la instruccion matematicos, y la
Teora de situaciones didacticas en matematicas, parten de la problematizacion
del saber matematico para dise~nar y analizar situaciones de aprendizaje, y ofrecen
herramientas para el analisis didactico. El analisis didactico de estas situaciones-
problema viene dada en terminos de conguraciones epistemicas de objetos y
procesos, fenomenos didacticos y obstaculos.
GeoGebra cumple la funcion de instrumento tanto en el desarrollo de demostra-
ciones matematicas como en la resolucion de problemas matematicos, por lo que
es necesario tambien recurrir a las teoras de la instrumentacion en la fundamen-
tacion teorica de la nocion clave de instrumento.
El instrumento y el medio en el que este se utiliza condicionan el desarrollo de la
tarea a resolver. En particular, GeoGebra permite integrar contenidos algebraicos,
de interpretacion funcional y representacion graca en la resolucion de ecuaciones
e inecuaciones. As, el estudiante tiene en sus manos una forma de control sobre
sus producciones escritas, al poder contrastar los resultados obtenidos en distintos
soportes y sobre distintos enfoques de la matematica involucrada.
Aurkezpena
Bigarren Hezkuntzako irakaslearen jarduera profesionalean, geometria dinami-
koko softwareen erabilera bistako errealitatea da, baina gutxitua. Gaur egun,
GeoGebra softwarearen erabilera berritzaile da, baina ez dago normalizaturik.
Irakaslearen irakaste-jarduera baldintzatzen duten faktoreak identikatzerakoan
eta instrukzio prozesuak optimizatze aldera, beharrezkoa da, lehenengo eta behin,
problemen ebazpenean parte hartzen duten objektuen eta prozesuen kongura-
zioak zehaztea. Gainera, jarduera matematikoan erabilitako tresnek baldintzatu
egiten dituzte zeregina gauzatzeko modua eta ikasleak objektu eta prozesu horiei
ematen dien esanahi pertsonala.
Tresna horien aukeraketa eta horiek erabiltzeko instrukzioa ez dira helburu bat
bere baitan. Aldiz, euskarri bat gehiago dira, eta horien erabilera integratu egin
behar da kongurazio geometriko, funtzional eta aljebraikoetan, balizko irristatze
metakognitiboa saihesteko (Matematikako egoera didaktikoen teoriak zehazten
duen modura).
Honela, helburu horiek argitzen lagunduko duen arrazoibidea eraikitzeko, ondo-
koak baimenduko dituen marko teorikoa aukeratu beharko da, alde batetik, ze-
regin aljebraikoen aurrean tresna informatikoen laguntzarekin ikasleek dituzten
portaerak aztertzea, eta, bestetik, ingeniaritza didaktiko baten diseinua. Horrez
gain, tresna nozioa giltzarria da eta hura teorizatu beharko da.
Matematika-jakintzaren eta hezkuntzaren ikuspegi ontosemiotikoa eta Matema-
tikako egoera didaktikoen teoria, bi ikuspegi horiek jakintza matematikoaren
problema-izaera hartzen dute abiapuntu ikaskuntza egoerak diseinatu eta azter-
tzeko, eta, horrez gainera, analisi didaktikorako baliabideak eskaintzen dituzte.
Egoera-problema horien analisi didaktikoa ondoko elementu hauen arabera egin
daiteke, objektu eta prozesu matematikoen kongurazio epistemikoak, fenomeno
didaktikoak eta oztopoak.
GeoGebrak tresna baten funtzioa betetzen du frogapen matematikoen garape-
nean eta problema matematikoen ebazpenean, eta, honenbestez, beharrezkoa da
ere lanabesen teorietara jotzea tresna nozioaren fundamentazio teorikoa egiteko.
Bai tresnak, baita hura erabiliko den inguru didaktikoak ere, baldintzatu egiten
dute ebatzi beharreko zereginaren garapena. Bereziki, ekuazioen eta inekuazioen
ebazpenean, GeoGebrak integratu egiten ditu eduki aljebraikoak, interpretazio
funtzionala eta adierazpen grakoa. Honela, ikasleak esku artean ditu haren idat-
zizko produkzioak kontrolatzeko baliabideak, hainbat euskarritan lortutiko emait-
zen kontrastea egin dezakeelako, matematikaren ikuspuntu anitzen arabera.
Presentation
The use of dynamic geometry software it's a reality in Secondary Schools, even
though few teachers use them on their professional tasks. Nowadays, GeoGebra
is considered an innovation, but its use is un-normalized.
In order to identify aspects conditioning teaching processes and optimize ins-
truction, congurations of mathematical objects and processes must be dened,
involving problem solving. Furthermore, mathematical activity gains it's meaning
when used in a contextualized problem, and the instrument used for the solution
determines the way the resolution of the task is given and the personal meaning
students give to these objects and processes.
The objective is not the election of the instrument and its instruction. In turn,
instruction in the management of computational tools has not been integrated
to the algebraic, functional and geometric congurations, possibly generating a
metacognitive shift eect, in terms of Theory of Didactical Situations in Mathe-
matics.
Therefore, a theoretical framework is necessary in order to articulate, in one
hand, an analysis on student behaviours when solving algebraic tasks assisted by
computer instruments, and, in the other hand, design a didactical engineering.
In addition, the notion of instrument is fundamental and requires a theoretic
approach.
The Ontosemiotic Aproach for Mathematical Knowledge and Instruction and
The Theory of Didactical Situations in Mathematics are branches of the episte-
mological program. The epistemological program designs and analyses learning
situations based on the formulation of questions, i.e., considering mathematic
knowledge problematic, and provide tools for didactical analysis. The didactic
analysis of these problem-situations is given in terms of epistemological congu-
rations of objects and processes, educational phenomena and obstacles.
GeoGebra is an instrument to develop mathematical proofs and problem solving,
thus, instrumentation theories are required for the theoretical fundamentation of
tools.
The chosen instrument and the environment where it's used determine the evolu-
tion of the task. In particular, GeoGebra integrates algebraic, function interpre-
tation and graphic representation notions for solving equations and inequations.
Therefore, students have in their hands a way to control their written produc-
tions, since provides a way to contrast results in dierent supports and many
mathematical views.

Captulo 1
Motivacion
Breve resumen
Los objetos matematicos toman signicado al ser utilizados y contextualizados. Los ins-
trumentos utilizados determinan el modo en el que se desarrolla la resolucion de la
actividad matematica. En la Educacion Secundaria se privilegia un desarrollo aislado
de los contenidos algebraicos, sin el analisis debido a su integracion con otras congura-
ciones geometricas o funcionales. A su vez, la instruccion en el manejo de instrumentos
informaticos no se integra con la conguracion algebraica, generando muchas veces un
efecto de deslizamiento metacognitivo. Se deben pues denir las conguraciones que par-
ticipan en los procesos de resolucion de ecuaciones, para identicar los condicionantes
de la actividad docente y optimizar los procesos de instruccion.
Laburbilduma
Jarduera matematikoak esanahia hartzen du problemen ebazpenerako testuinguru ba-
tean lantzerakoan, eta, gainera, erabilitako tresnak baldintzatuko du zeregina gauzatzeko
modua. Aitzitik, Bigarren Hezkuntza tradizionalean eduki aljebraikoak gainerako kon-
gurazio geometriko eta funtzionalengandik isolaturik irakasten dira. Era berean, tresna
informatikoen erabilera ez da kongurazio aljebraikoarekin integratzen, eta horrek irris-
tatze metakognitiboa sor lezake. Denitu behar dira, beraz, ekuazioen ebazpenerako pro-
zeduretan parte hartzen duten kongurazioak, irakaskuntza-jarduera baldintzatzen duten
faktoreak identikatzeko eta instrukzio prozedurak optimizatzeko.
Short summary
The meaning of mathematical objects depend on the mathematical context where those
objects are used. The instrument determines the solution and the process of the task.
In contrast, traditional Secondary Education develops algebraic contents isolated from
other geometric and functional congurations. In turn, the algebraic conguration does
not integrate the instruction and the management of computational tools. This fact pos-
sibly generates a metacognitive shift eect. Therefore, congurations involving equation
solving processes must be denes, in order to identify the aspects that condition teaching
processes, in order to optimize instruction.
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Las matematicas son parte de la actividad humana, y como tal toman pleno signica-
do al ser utilizadas en un contexto de modelizacion o resolucion de problemas. Ademas,
a la hora de resolver estos problemas, los conocimientos matematicos involucrados son
multidimensionales y la actividad humana que conllevan es compleja.
\Existen importantes argumentos por los que la educacion cientca, al
menos en las primeras etapas, no debera estar diferenciada por disci-
plinas; de la misma forma, si la construccion de las matematicas ha de
estar relacionada con la realidad, el enfoque debe ser igualmente amplio."
(Freudenthal, 1973, 135)
La actividad matematica en el aula debe pues tener como telon de fondo esta reali-
dad humana. Por ello, las situaciones de ense~nanza y aprendizaje que se dise~nan en el
contexto escolar deben tomar en cuenta, entre otros aspectos, el pasado escolar de cada
alumno y la constante evolucion del ambiente en el que se desarrolla la tarea matematica,
la cual queda registrada en la memoria didactica de la clase.
\Se entiende por memoria del sistema a una cierta organizacion del medio
que mas adelante permitira crear un sistema de toma de decisiones."
(Centeno, 1995, 154)
En este contexto, el profesor debe realizar la eleccion de los instrumentos con los que
abordara las practicas operativas y discursivas (Godino, Batanero y Font, 2007), y con
los que introducira en el medio didactico los instrumentos que contribuyan al control de
los estudiantes de sus producciones (feedback) para la construccion y la comunicacion
del conocimiento matematico.
\En el estudio de las matematicas, mas que una practica particular an-
te un problema concreto, interesa considerar los sistemas de practicas
(operativas y discursivas) puestas de maniesto por las personas en su
actuacion ante tipos de situaciones problematicas." (Godino, Batanero y
Font, 2007, 128)
La eleccion de un instrumento se da en parte por razones pragmaticas y por las
ventajas tecnicas que este pueda facilitar. Sin embargo, no hay que olvidar otras consi-
deraciones relativas al saber que se pretende trasmitir con dicho instrumento. Es decir,
es necesario constatar que su uso es efectivo, y en particular, hay que vigilar que no se in-
curra en un deslizamiento metacognitivo, es decir, el fenomeno por el cual el aprendizaje
del instrumento sustituye al aprendizaje del contenido.
\[El nuevo metodo de ense~nanza] se convierte a su vez en un objeto de
ense~nanza, en cual esta sobrecargado con unas convenciones y un lenguaje
especco que se ense~na y se explica en cada etapa de la presentacion."
(Brousseau, 1998, 26{27)
Hoy en da, la eleccion de un instrumento esta fuertemente relacionada con los avan-
ces tecnologicos, los cuales, junto con la constante transformacion de los objetivos de la
ense~nanza, modican el entorno en el que se desarrolla la actividad matematica.
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\La naturaleza dinamica de la comprension matematica y las correspon-
dientes necesidades de multiples representaciones sirven como base teori-
ca para la integracion de herramientas tecnologicas como GeoGebra."
(Bu, Spector, Haciomeroglu, 2011, 15)
Ah radica la necesidad del docente de estar en constante contacto con las novedades
tecnologicas e instrumentales, para poder valorar su posible uso y potencial implemen-
tacion en el aula.
Se presenta en este captulo una introduccion a la tematica del trabajo, junto con
una panoramica de los antecedentes y los propositos del mismo. Por un lado, la seccion
1.1 recoge el origen de la investigacion (Lasa, 2011) y resume el estado tecnologico y
el entorno social del instrumento GeoGebra. A continuacion, la seccion 1.2 presenta el
estado de la literatura didactica en relacion al instrumento software dinamico y al apren-
dizaje por modelos dinamicos. Por ultimo, en la seccion 1.3, se presentan las preguntas,
los objetivos y las hipotesis de la investigacion.
1.1. Antecedentes
Lasa (2011) aborda el papel de la nocion de funcion en la resolucion de ecuaciones,
realizando en primer lugar un analisis del currculo vigente y de los libros de texto, para
posteriormente analizar un proceso de estudio particular en segundo curso de Educacion
Secundaria Obligatoria (ESO). Se alcanzan tres conclusiones basicas que sirven de punto
de partida para esta investigacion.
En primer lugar, los libros de texto estudiados adelantan sistematicamente los con-
tenidos algebraicos del currculo de un curso determinado al libro de texto del curso
anterior. Por ejemplo, aparecen en segundo curso contenidos fuertemente algebraicos,
tales como las ecuaciones de segundo grado y la resolucion de sistemas de ecuacio-
nes lineales (gura 1.1), cuando el currculo, en este bloque de contenidos, explicita
unicamente el uso del \lenguaje algebraico para generalizar propiedades y simbolizar
relaciones" (MEC, 2007).
\Obtencion de formulas y terminos generales basada en la observacion
de pautas y regularidades. Obtencion del valor numerico de una expre-
sion algebraica. Signicado de las ecuaciones y de las soluciones de una
ecuacion. Resolucion de ecuaciones de primer grado. Transformacion de
ecuaciones en otras equivalentes. Interpretacion de la solucion. Utiliza-
cion de las ecuaciones para la resolucion de problemas. Resolucion de
estos mismos problemas por metodos no algebraicos: ensayo y error diri-
gido." (MEC, 2007, 754)
Este \adelanto" de contenidos tiene su reejo en la programacion de los departamen-
tos de matematicas de los centros de secundaria, dada la extendida costumbre de tomar
como referencia principal el libro de texto para el dise~no anual del curso. El adelanto
de contenidos algebraicos puede no ser grave dentro de un mismo ciclo, puesto que los
objetivos generales se siguen cumpliendo, aun modicando ligeramente la secuencia de
introduccion de los mismos. Sin embargo, los estudiantes de 2o ESO trabajan las ma-
tematicas a partir de una conguracion epistemica fuertemente aritmetica, dado que es
durante el primer ciclo cuando se inicia la introduccion y desarrollo del algebra formal.
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Figura 1.1: Adelanto de contenidos algebraicos, 2o de ESO (Colera, 2009).
En segundo lugar, los contenidos algebraicos en los libros de texto distan mucho de
ser transversales, a pesar de que as lo requiere el currculo. En efecto, ademas de los
contenidos denominados \comunes", que hacen referencia, entre otros, a la resolucion
de problemas y a la expresion verbal de los procesos de resolucion, existen cinco bloques
de contenidos \tematicos", que hay que integrar en la actividad matematica en el aula.
\El resto de los contenidos se han distribuido en cinco bloques: Nume-
ros, Algebra, Geometra, Funciones y gracas y Estadstica y probabi-
lidad. Es preciso indicar que es solo una forma de organizarlos. No se
trata de crear compartimentos estancos: en todos los bloques se utilizan
tecnicas numericas y algebraicas, y en cualquiera de ellos puede ser util
confeccionar una tabla, generar una graca o suscitar una situacion de
incertidumbre probabilstica". (MEC, 2007, 750)
Es decir, los libros de texto presentan los contenidos aritmeticos y algebraicos en
bloques aislados del resto de contenidos, reproduciendo de forma literal o cronologica
lo estipulado en el currculo ocial. Sin embargo, el currculo ocial indica que estos
contenidos tienen que ser asistenciales al resto de contenidos de matematicas, es decir,
geometra, analisis de funciones, estadstica, etc. No se debera, pues, usar el libro de
texto de forma lineal dentro de la asignatura de matematicas.
En tercer y ultimo lugar, Lasa (2011) realiza tambien una observacion sobre proce-
sos de resolucion de ecuaciones. En particular, se fomenta el uso de la representacion
funcional a la hora asistir la resolucion de sistemas de ecuaciones (gura 1.2).
Tal como es habitual, la ampliacion de los conjuntos numericos genera obstaculos a la
hora de manipular aritmeticamente numeros negativos. Ademas, el paso de la aritmetica
al algebra es tambien problematico, por la compleja instruccion en el uso de simbologa
que requiere.
\Los procedimientos se presentan de forma aislada, con la ingenua pre-
misa de que `la ecacia en el manejo smbolico aislado posibilitara su
maestra en situaciones complejas'. [...] Las tecnicas de manipulacion al-
gebraica no aparecen como medio de control y de ecacia en situaciones
problematicas, sino que son un objetivo aislado y desarticulado del resto
del currculo. " (Lacasta, Madoz y Wilhelmi, 2006).
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Figura 1.2: Resolucion algebraica y funcional de sistemas lineales (Lasa, 2011).
En relacion a esta ausencia de control se observan, ademas, indicios de irresponsa-
bilidad matematica1. El alumno no comprueba su produccion y deja la responsabilidad
de la correccion en manos del profesor, que actua como un evaluador externo. El libro
de texto puede contribuir a generar esta tendencia, al pretender ayudar tanto al alumno
como al docente, facilitando soluciones para cada ejercicio (gura 1.1).
La experimentacion sugiere que la utilizacion de representaciones gracas es bene-
ciosa. Por un lado, el alumno tiene entre manos una estrategia graca de control para
poder evaluar sus producciones escritas sin necesidad de un evaluador externo. Por otro
lado, los conocimientos adquiridos en las actividades de resolucion serviran a futuro,
cuando en segundo ciclo estudien a fondo mas contenidos funcionales.
En la experimentacion propuesta, los estudiantes realizan sus diagramas a mano
alzada sobre un soporte de papel. Sin embargo, la representacion graca de funciones a
mano alzada se puede sustituir por el uso gracadoras. A n de cuentas, la reproduccion
manual de la graca puede ser, por regla general, excesivamente costosa. El instrumento
GeoGebra es util en este contexto, aunque es necesario fundamentar su utilizacion y
contrastar la pertinencia de su uso como asistente de la actividad matematica.
Los instrumentos tecnologicos avanzan a velocidades cada vez mayores, obligados
por el constante desarrollo de los mercados economicos, que as lo requieren. Telefonos
moviles, ordenadores, tabletas y pizarras digitales son ejemplos de hardware en constante
avance, cada uno con su correspondiente software y potencial aplicacion en los procesos
de ense~nanza y aprendizaje.
Por poner un par de ejemplos, puede ocurrir que cierto modelo de pizarra digital y
todo el software que este lleva implementado queden obsoletos a los 2 a~nos de instalar
el hardware en una escuela, o que el material adicional que las editoriales incluyen junto
con sus libros de texto (discos compactos, claves de acceso a materiales on-line) queden
tambien inoperativos debido a una repentina actualizacion del sistema operativo sobre
el que estos funcionan.
La escuela clasica en general, y los departamentos de matematicas de secundaria
en particular, no pueden modicar su estructura curricular a la velocidad del mercado,
siendo necesarios elementos externos que les ayuden a impulsar y regular estas innova-
ciones con garantas operacionales y el respaldo de profesionales del area. Un ejemplo
1Irresponsabilidad matematica: fenomeno didactico por el cual \el alumno tiende a delegar al profesor
la responsabilidad de la validez de sus respuestas" (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997, 60).
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determinante en la actualizacion de la educacion matematica a nivel europeo y mundial
es el Proyecto GeoGebra (www.geogebra.org).
A principios de 2000, GeoGebra era un software de geometra dinamica de peque~na
repercusion, que se habra camino en un entorno donimado por otro software de carac-
tersticas similares, Cabri-Geometre II Plus (gura 1.3).
Figura 1.3: Output y logotipos de Cabri y GeoGebra (www.cabri.com; www.geogebra.org).
La primera version de GeoGebra (gura 1.4) fue el resultado de la tesis doctoral de
Markus Hohenwarter, actual director del proyecto. Sin embargo, las siguientes versio-
nes complementan las herramientas de geometra basica en el plano con otras para el
analisis de funciones, estadstica, probabilidad y geometra del espacio (3D). Las ultimas
versiones dan ademas al usuario la posibilidad de dise~nar guiones sobre lenguaje Java
para la creacion de applets.
El desarrollo de GeoGebra esta hoy en da en manos de una red de profesionales
que cubre un espectro amplio, desde investigadores en matematicas, informaticos y pro-
gramadores en software libre, hasta maestros de Educacion Primaria y profesores de
Educacion Secundaria. Todos ellos trabajan en una estructura internacional constituida
por los Institutos GeoGebra.
Estos Institutos se agregan normalmente a una institucion de educacion superior
y promocionan a partir de ella el uso de GeoGebra, a traves de cursos de formacion
de maestros y profesores en activo, conferencias de profesionales de la educacion, la
creacion de fondos de materiales didacticos y la promocion de actividades escolares para
el alumnado, entre otras actividades.
A pesar de que el Proyecto GeoGebra constituye un elemento ajeno a la estructura
ocial de la escuela, los Intitutos GeoGebra se coordinan a nivel internacional para
trabajar a nivel local. Gracias a esta organizacion, los Institutos han podido incidir
en aspectos de la innovacion en el uso de tecnologas en los procesos de ense~nanza y
aprendizaje de las matematicas.
La innovacion educativa es una labor que requiere de tiempo, recursos y apoyo ins-
titucional, y sin estos requisitos, se aboca al sistema educativo a recurrir a la \buena
voluntad docente", hecho que diculta su seguimiento y estabilidad, dado que las exi-
gencias en el da a da del docente son muchas y variadas. Sin embargo, la sinergia de
individuos y colectivos en este proyecto ha propiciado la creacion de diversas iniciativas
curriculares, de las cuales el Proyecto Gauss es un claro ejemplo.
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Figura 1.4: Version 1.0 de GeoGebra (www.geogebra.org).
El Proyecto Gauss, nanciado por el Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte,
tiene por objetivo realizar un recubrimiento del currculo a traves de applets basados
en tecnologa GeoGebra, junto con cuestionarios y guiones para estudiantes y alumnos.
Este proyecto ha tenido una amplia aceptacion dentro de la comunidad educativa.
Ademas, la pagina web de GeoGebra permite almacenar y catalogar materiales y
construcciones en formato de libro-GeoGebra. Este formato viene a complementar el
libro de texto clasico con una organizacion de materiales y cuestionarios de trabajo
organizados dentro del propio software.
El fondo de documentos y materiales didacticos creados con tecnologa GeoGebra es
inmenso, y se puede catalogar en diversos enlaces del Proyecto Gauss, GeoGebraTube y
paginas web de particulares.
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/
http://www.geogebratube.org/?lang=eu
Sin embargo, a pesar de que estos materiales permiten dise~nar nuevos entornos de
aprendizaje, estan todava en fase de experimentacion.
Es de suponer que estos nuevos entornos de aprendizaje cambiaran en distintos ni-
veles las asunciones sobre los conocimientos previos y el orden en el que los nuevos
conceptos seran introducidos. A la hora de dise~nar secuencias basadas en las nuevas
tecnologas, es de esperar que algunos obstaculos didacticos (Brousseau, 1997) desapa-
rezcan, pero asimismo, es muy probable que nuevos obstaculos emerjan.
A principios de la decada de 2000, los expertos en tecnologas y educadores interesa-
dos en la aplicacion de tecnologas para la educacion en las escuelas especulaban sobre el
grado en el que los cambios en la tecnologa podran cambiar los contenidos que se pre-
tenden trabajar con ella en la escuela, y pretendan asimismo anticipar las dicultados
cognitivas a las que se enfrentaran los alumnos a la hora estudiar esos contenidos.
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\Cuando la tecnologa se dise~na y se utiliza de forma apropiada, esta pue-
de apoyar el dise~no de nuevos entornos de aprendizaje, los cuales pueden
cambiar en varios niveles las creencias que se tienen sobre los conocimien-
tos previos y la secuencia en la cual se introducen los nuevos conceptos. A
la hora de dise~nar secuencias basadas en nuevas tecnologas, es de esperar
que algunas discontinuidades desaparezcan, pero es asimismo muy pro-
bable que otros obstaculos nuevos ocupen su lugar." (Yerushalmy, 2005,
37)
Una decada mas tarde, el uso de tecnologas en el aula es una realidad, pero el grado
en el que estas nuevas tecnologas podran cambiar el currculo con nuevos contenidos
continua siendo un reto.
El hecho de emplear applets en la ense~nanza de las matematicas en distintas etapas
educativas, no implica necesariamente que el currculo se vaya a modicar, basandolo en
unas nuevas premisas epistemologicas. Un cambio de premisas de semejante magnitud
nos llevara a tener que plantearnos, >como cambiara nuestra capacidad para anticipar
las dicultades y fortalezas a las que se enfrentaran nuestros alumnos?
En la practica, las representaciones dinamicas multiples suponen un gran desafo en
cuanto al dise~no de la instruccion. Por ello, a la hora de realizar dise~nos de modelos
dinamicos, se deben tener en cuenta una serie de principios (Sessa, 2007) relacionados
con el escenario que se quiere crear, para que este sea realista y util para el dise~no de la
actividad de ense~nanza-aprendizaje.
Lasa, Saenz de Cabezon y Wilhelmi (2009) justican la pertinencia del uso del pro-
grama GeoGebra en la formacion de maestros basandose fundamentalmente en cinco
aspectos ntimamente relacionados, aunque de naturaleza distinta:
Perl profesional. Los estudiantes de Maestro, futuros profesores, tendran que ser
capaces de afrontar los retos tecnologicos de la actualidad.
La formacion de Maestro en el marco del Espacio Europeo de Educacion Superior.
El nuevo Grado de Maestro en el marco del Espacio Europeo de Educacion Superior
alarga la formacion inicial un a~no (pasa de 3 a 4 a~nos). Este hecho permite la
inclusion mas sistematizada de nuevos materiales. Las nuevas tecnologas tienen
una importancia clave en las nuevas propuestas educativas para la etapa, por lo
que su inclusion en la formacion inicial en Maestro se hace indiscutible.
Free software. En la formacion de Maestro se ha utilizado para la ense~nanza de
la Geometra y su didactica el software Cabri-Geometre II Plus. Este programa
no es de libre distribucion, lo que diculta enormemente el trabajo autonomo de
los estudiantes fuera de la universidad y su posterior implantacion en las escuelas.
GeoGebra, auna las capacidades interactivas de Cabri y facilita su accesibilidad y
uso por estudiantes y profesores en todos los niveles educativos.
Curricular. Uno de los objetivos de la Educacion Primaria es potenciar el uso de las
nuevas tecnologas. Las nuevas tecnologas permiten la adquisicion de competencias
geometricas que con los medios clasicos son inabordables.
Epistemologica. La manipulacion de objetos geometricos con lapiz y papel restringe
el tipo de problemas que pueden ser plantados, impidiendo procesos fundamenta-
dos en la experimentacion (induccion emprica), que conllevaran de otro modo un
gasto excesivo de tiempo.
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Otra clara ventaja de este software es su disponibilidad en decenas de idiomas. Esto
se debe al caracter abierto de su codigo, gracias al cual cualquier profesional interesado
en traducir el programa puede hacerlo de forma libre y gratuita. En Espa~na, esta cir-
cunstancia se ajusta perfectamente al esquema plurilingue de las comunidades con mas
de una lengua ocial en educacion. En el sistema educativo de la Comunidad Foral de
Navarra esta circunstancia se reere al uso del castellano y el euskera.
1.2. Aprendizaje por modelos dinamicos
A nales de la decada de 1980 comienza la introduccion de la informatica en el
mundo laboral y en el sistema educativo. Por un lado, se genera software profesional
en matematicas, como Matlab o Mathematica. Estos programas son capaces de realizar
complejos calculos, tanto numericos como simbolicos, y representaciones en 2D y 3D
en un tiempo razonable, y facilitan de esta forma la labor del matematico. Tediosos
calculos y representaciones gracas son programadas y ejecutadas por el ordenador, y el
matematico dispone as de mas tiempo para analizar las propiedades o relaciones entre
objetos matematicos. Por otro lado, se ha generado tambien software dise~nado para el
sistema educativo.
Algunos de los programas dise~nados para desarrollar procesos de ense~nanza y apren-
dizaje por medio del ordenador forman la familia denominada software de geometra
dinamica. Los modelos dinamicos generados por ordenador abarcan disciplinas variadas
y no solo se utilizan en matematicas. As, existen programas que simulan, por ejemplo,
un proceso biologico, o un mercado economico. Algunos se dise~nan al estilo de juegos
en los que el estudiante-jugador resuelve una tarea que le permite \pasar la pantalla",
pero en todos ellos se requiere la resolucion de un problema (Jong y Joolingen, 2008).
Los programas son variados, pero se pueden inferir caractersticas comunes que los
clasican. Jong (2006) describe tres formas fundamentales en las que el estudiante apren-
de a traves de modelos dinamicos.
El estudiante manipula un modelo existente.
El estudiante construye un modelo.
El estudiante utiliza un modelo existente, para la realizacion de una investigacion
simulada.
Esta clasicacion no se centra en la relacion instrumental del estudiante con el soft-
ware. En su lugar, se clasican los modelos en funcion del nivel de maestra informatica
que tiene el estudiante, es decir: en un nivel de usuario basico, el estudiante manipula
un modelo; mientras que en un nivel de usuario avanzado, el estudiante \programa"
su propia construccion. Se sobreentiende en esta clasicacion, sin tecnica ni contraste
experimental sistematico, que el nivel de dominio informatico del estudiante determina
el tipo de tarea matematica que este es capaz de realizar con el modelo.
As, cuando el estudiante manipula un modelo existente, este tiene que realizar un
estudio preliminar de la situacion a partir de un modelo de orientacion, sobre un te-
ma de estudio principal que esta predeterminado. Se solicita al estudiante que genere
una hipotesis, es decir, que presente una conjetura sobre la proposicion planteada en
la situacion. Una vez planteada la hipotesis, el estudiante utiliza el modelo dinamico
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existente para validar la veracidad de la conjetura propuesta. Se trata de una experi-
mentacion en la cual se contrasta la prediccion con el modelo. Por ultimo, se solicita al
estudiante que reexione sobre el proceso de resolucion seguido y que evalue el modelo
dinamico. El estudiante debe, asimismo, plantear nuevas ideas a partir de la validacion
del experimento, a modo de conclusion.
Sin embargo, cuando el estudiante construye un modelo, se le solicita que identique
en la fase de orientacion los objetos y variables que participan en el modelo, para
realizar un primer esbozo del mismo. El estudiante debe, a continuacion, especicar el
modelo, es decir, debe plantear las relaciones entre las variables, de forma cuantitativa
o cualitativa, para poder realizar operaciones computacionales entre las mismas. El
estudiante construye, por tanto, modelos similares a los manipulados. Por ultimo, se
evalua el modelo, siguiendo el metodo cientco: se realizan observaciones y se comparan
los resultados experimentales con los esperados, es decir, los generados por el modelo.
La tercera forma fundamental de aprendizaje por modelo dinamico, el modelo de in-
vestigacion simulada, viene a ser un modelo hbrido en el cual el estudiante complementa
la utilizacion de un modelo existente con una recogida de datos experimental.
Si el proyecto de investigacion tiene que ver con alguna ciencia experimental, se recrea
la construccion fsica necesaria para realizar mediciones de magnitudes reales. As, por
ejemplo, se construye un invernadero para medir cantidades de CO2, H2O, o para medir
temperaturas o la intensidad de la luz. El estudiante sera el encargado de construir
un modelo dinamico que explique el funcionamiento del sistema. En matematicas, un
proyecto de investigacion podra consistir en la demostracion de una proposicion.
Ejemplo 1 (Modelo de investigacion simulada) Demuestra que la suma de los
angulos internos de un triangulo suman un angulo llano.
En primer lugar, se solicita al estudiante que genere una serie de triangulos, a partir
del modelo dinamico de un triangulo que muestra en todo momento el valor de sus
angulos internos, bA, bB y bC. Se transcriben los valores a una tabla sobre papel y se realiza
la suma. La recogida de datos, los calculos aritmeticos y el razonamiento inductivo,
llevan al estudiante a conjeturar el resultado. A continuacion, el estudiante debe crear
un modelo que incluya los valores de los angulos y que justique el resultado, es decir,bA + bB + bC = 180. Como alternativa, el estudiante puede manipular un modelo que
ilustra o demuestra la propiedad. El Proyecto Gauss (MEC, 2012) contiene recursos de
estas caractersticas2.
La puesta en marcha de este tipo de proyectos requiere una organizacion interdis-
ciplinar dentro de la escuela, junto con un ratio apropiado profesor-alumno por clase
e infraestructuras apropiadas. Ademas, resulta clave un adecuado andamiaje3 (Mayer,
2004) en el dise~no de la tarea propuesta a los estudiantes, puesto que, de lo contrario,
el aprendizaje por modelos dinamicos puede fracasar.
Los procesos descritos (estudio preliminar, generacion de hipotesis, experimentacion
y validacion) no ocurren de forma lineal. En todo proceso de aprendizaje, el estudiante
pivota sobre las fases que forman la clasicacion. Por ejemplo, el estudiante podra re-
formular una de sus hipotesis, o plantear una nueva, en funcion de los casos observados
en el proceso experimental, o despues de una validacion negativa.
2Enlace al recurso \angulos del triangulo", Proyecto Gauss:
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales didacticos/primaria.html
3Scaolding o andamiaje: En el modelo sistemico de ense~nanza y aprendizaje, constituyen el anda-
miaje los estados temporales del sistema compuesto por el docente, el estudiante y el medio didactico.
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La construccion de un modelo dinamico es una tarea a priori exigente. Lo es para el
docente, incluso en los casos en los que este tenga una formacion especca y experiencia
en el uso de software. Lo sera, en especial, para el estudiante, el cual no tiene por
que tener una instruccion previa en el manejo de instrumentos informaticos. El proceso
de modelizacion es complejo, y los estudiantes pueden fallar en la creacion de un modelo
adecuado. Este hecho motiva la necesidad de un correcto andamiaje en el proceso de
creacion del modelo, para que el aprendizaje sea efectivo (Bravo, Joolingen y Jong,
2006). Segun los autores, el estudiante debera pasar por las siguientes fases a la hora
de dise~nar un modelo dinamico:
Reproduccion. El estudiante reproduce a traves de un modelo una situacion y
adquiere de ese modo conocimiento sobre el tema de estudio.
Aplicacion. El estudiante aplica el modelo para inferir informacion y formular
conjeturas sobre el funcionamiento del modelo y realiza predicciones a traves de
el.
Evaluacion. El estudiante evalua el modelo, decide si es correcto y en que medida).
Creacion. El estudiante crea modelos o partes de modelos.
De las cuatro fases propuestas en este andamiaje, las fases intermedias de aplicacion
y evaluacion son apropiadas y coherentes desde el punto de vista del dise~no de una
situacion de ense~nanza (tal como se vera en la seccion 3.1). En efecto, la fase de aplicacion
se puede interpretar en este contexto como fase de exploracion, en la que, a traves de la
accion y la formulacion, el estudiante realiza conjeturas, toma decisiones y las comunica;
mientras que en la fase de evaluacion se valida el resultado obtenido.
Sin embargo, la primera fase del andamiaje es dudosa desde el punto de vista de la
comprension de la consigna y la movilizacion de los conocimientos propios (estrategia
de base). La mera reproduccion de un modelo ya existente puede tener por objetivo la
familiarizacion con herramientas e instrumentos del software empleado. Sin embargo,
armar que el estudiante \adquiere conocimiento" a partir de la replica de un modelo
dado, no se ajusta en dise~no a una situacion de accion.
Asimismo, la ultima fase de creacion del modelo es compleja y excede el ambito de
la instruccion matematica. A pesar de ser una tarea interesante desde el punto de vista
de la integracion transversal de contenidos, la validacion de un resultado matematico
no debera pasar necesariamente por el dise~no de un modelo por parte del estudiante.
El modelo dinamico a~nade valor a la fase de validacion. Una vez que el estudiante
resuelve la tarea y presenta una solucion, el modelo dinamico pone a disposicion del
estudiante un medio de control a esta respuesta. As, la validacion de la respuesta a su
tarea es interna.
A modo de conclusion, el modelo dinamico se debe entender como un elemento dentro
del medio didactico. El dise~no de una situacion de ense~nanza debe contemplar el uso de
software, y a partir de este instrumento, el profesor genera una dialectica de construccion
del conocimiento junto con el estudiante.
En el analisis del funcionamiento del software, no solo es preciso integrar las di-
mensiones epistemologica, cognitiva y de ense~nanza, sino que es preciso observar que
las creencias y actitudes del profesor afectan al aprendizaje matematico (Goldin, 2007;
Norman, 1983). Segun Llinares (2002), las creencias de los instructores juegan un rol
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importante a la hora de negociar los signicados de las nociones matematicas. En parti-
cular, aquella nocion que ha sido problematica para el instructor se convierte en plano
de interes y estudio para el mismo. Ello marca la relacion que el instructor tendra con
la nocion, la cual pasa a primer plano.
La evaluacion informatica
En otro orden de ideas, cabe mencionar el desarrollo clasico que ha tenido la evalua-
cion por medios informaticos. La cuestion de la evaluacion en matematicas se retoma
mas adelante, en la seccion 3.2.1.
Ya en las decadas de 1970 y 1980, se desarrollan los primeros test informaticos,
en relacion al trabajo de ciertos psicologos. Estos consideran ventajosa la utilizacion
del ordenador, puesto que se evita de esa forma la interaccion del evaluador sobre las
respuestas de los evaluados. Ademas, se libra al evaluador del rutinario y tedioso trabajo
de correccion.
Se progresa en el dise~no de los test, y a partir de la decada de 1980, estos tambien
se utilizan en pruebas de contenido matematico. Sin embargo, a la hora de comparar
los resultados sobre el soporte tradicional de papel y el nuevo medio informatico, se
observa que en las pruebas de contenidos aritmeticos el promedio de la puntuacion
obtenida es algo superior en los test sobre papel que en los realizados en ordenador (Lee
y Hopking, 1985). Esto se debe principalmente al hecho de que el medio informatico,
al contrario de lo que ocurre sobre papel, no permite al alumno repasar y alterar los
resultados anteriores. Ademas, a esto hay que a~nadir una posible falta de alfabetizacion
informatica de quien realiza el test.
Por ello, para evitar estas desviaciones, en todo test realizado por ordenador se debe
dar al usuario la opcion de repasar tems anteriores y modicarlos si es necesario (APA,
1986). Se constata que la revision de los tems mejora la calicacion obtenida, con mayor
mejora en aquellos estudiantes con mejores calicaciones.
Estas consideraciones se deben tener en cuenta a la hora de evaluar las producciones
de los estudiantes en un soporte informatico.
1.3. Preguntas, objetivos e hipotesis
Dentro de los procesos matematicos, la resolucion de ecuaciones tiene un componente
algebraico claro. Tanto es as, que en el dise~no de la actividad escolar la conguracion
algebraica domina otras conguraciones de objetos y procesos (captulo 3), por ejemplo,
la geometrica, la funcional o la graca. Otras conguraciones, como la aproximacion
numerica, muy relacionada con el uso de programas informaticos y calculadoras progra-
mables, no se contemplan en los currculos ociales, y tienen, en consecuencia, un reejo
reducido en las practicas escolares. Es necesario describir las conguraciones de objetos
y procesos que participan en los procesos de resolucion de ecuaciones.
La eleccion de un instrumento (seccion 2.1) determina el tipo de actividad matemati-
ca que se genera. Por ello, es necesario identicar los objetos y procesos matematicos que
pone en juego el estudiante para resolver el tipo de tarea \resolucion de ecuaciones". La
practica institucional debe contemplar dichas conguraciones e integrarlas en el proceso
de institucionalizacion del conocimiento. Ademas, se deben seleccionar las interaccio-
nes didacticas idoneas para promover estos aprendizajes matematicos, de forma que se
optimice el aprendizaje matematico.
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La clasicacion general de las formas fundamentales en las que el estudiante apren-
de a traves de modelos dinamicos, y la clasicacion de las fases por las que pasa un
estudiante a la hora de dise~nar el modelo dinamico, se describen en funcion de las ca-
pacidades informaticas del usuario: nivel basico (utiliza un modelo) o avanzado (dise~na
un modelo). Sin embargo, la clasicacion de los momentos de utilizacion de los modelos
dinamicos se debera realizar en funcion del tipo de actividad matematica que se genera
con su uso en una situacion didactica (accion, formulacion, validacion), en funcion de
los soportes materiales que asisten la actividad (material fsico, lapiz y papel, softwa-
re dinamico) y en funcion de los momentos de la actividad matematica para los que
esta dise~nado: exploracion, ilustracion, demostracion (seccion 2.2).
En la descripcion del currculo actual (seccion 5.4.1) se observa desconexion entre
bloques de contenidos, con una mayor presencia del algebra. Asimismo, la utilizacion
del ordenador en el aula de matematicas es, por regla general, anecdotica en Educacion
Secundaria.
En este sentido, cabe realizar preguntas relativas a las dimensiones epistemologica,
cognitiva y de ense~nanza:
Epistemologica. >Cuales son las practicas matematicas institucionales, y las con-
guraciones de objetos y procesos activadas en dichas practicas, necesarias para
resolver un tipo de tareas matematicas? En concreto, >cuales son las practicas ma-
tematicas institucionales, y las conguraciones de objetos y procesos algebraicos y
funcionales activadas en dichas practicas, necesarias para resolver tareas de reso-
lucion de ecuaciones? >Que vinculacion tienen estas conguraciones con el empleo
del software dinamico?
Cognitiva. >Que practicas, objetos y procesos matematicos pone en juego el es-
tudiante para resolver un tipo de tareas matematicas? En concreto, >cuales son
las practicas, objetos y procesos algebraicos y funcionales que pone en juego el
estudiante para resolver una tarea de resolucion de ecuaciones? >Dieren estas
practicas en funcion del soporte material empleado (lapiz y papel, software de
geometra dinamico) en la resolucion de la tarea de resolucion de ecuaciones?
De ense~nanza. >Que practicas personales, objetos y procesos implicados en las mis-
mas, realizadas por el estudiante son validas desde la perspectiva institucional?
A la hora de resolver tareas de resolucion de ecuaciones, >que practicas perso-
nales, algebraicas y funcionales, realizadas por el estudiante son validas desde la
perspectiva institucional? >Que normas condicionan el desarrollo de los procesos
instruccionales en resolucion de ecuaciones, y como se establecen y pueden ser
cambiadas para optimizar el aprendizaje matematico? >Que tipos de problemas y
sistemas de practicas de resolucion de ecuaciones se pueden vincular al software
dinamico? >Que relacion guardan estas ultimas con las conguraciones algebraica y
funcional? >Como se elaboran las conguraciones de objetos y procesos matemati-
cos en relacion al software dinamico? >Como se valora la idoneidad didactica del
proceso de estudio? >Como se evalua la produccion matematica de un estudiante,
cuando esta es asistida por un modelo dinamico?
Asmismo, se pueden integrar estas tres dimensiones para formular preguntas que
aborden la dimension didactica:
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>Que tipos de interacciones didacticas (entre las personas y los recursos) se de-
beran implementar en los procesos instruccionales que sean idoneas para promover
los aprendizajes matematicos? >Que cambios se deberan introducir en el dise~no e
implementacion de un proceso de estudio matematico para mejorar el aprendizaje?
La articulacion de nociones funcionales y algebraicas, >mejora la comprension de
los contenidos de resolucion de ecuaciones y facilita su desarrollo? La utilizacion de
modelos dinamicos, >mejora los resultados en tareas de resolucion de ecuaciones?
La busqueda de respuestas a estas cuestiones se puede reformular en forma de obje-
tivos de la investigacion. Estos son:
Describir los procesos de construccion y comunicacion del saber involucrado en los
Procesos de estudio de ecuaciones e inecuaciones en secundaria.
Analizar y desarrollar gracadoras y otros medios materiales: ilusion y control.
Elaborar una ingeniera didactica para mejorar los Procesos de estudio de ecua-
ciones e inecuaciones en secundaria.
Contrastar la hipotesis clasica, \El dominio informatico del estudiante determina
el tipo de tarea matematica que este es capaz de realizar".
Las hipotesis de trabajo son:
[H1] Si las nociones funcionales y algebraicas se presentan de forma integrada, entonces
se facilita la comprension de los contenidos de resolucion de ecuaciones.
[H2] Si se utilizan modelos dinamicos en tareas de resolucion de ecuaciones, entonces
los estudiantes mejoran sus resultados.
[H3] Si se ajusta el uso del software en funcion del tipo de actividad matematica y no
en funcion de la maestra informatica, entonces aumenta la ecacia en la ejecucion
de las tecnicas de resolucion y se adquiere un signicado mas exible de los objetos
matematicos involucrados.
La literatura (Duval, 1995; Bremigan, 2005) trata de forma amplia como los cam-
bios de registro afectan en la comprension del conocimiento matematico, por lo que la
primera hipotesis se puede considerar clasica. La segunda hipotesis es actual, ya que, a
pesar de que el software de geometra dinamica se lleva desarrollando varias decadas,
su utilizacion en los centros de Educacion Secundaria es novedosa y no esta implantado
de manera generalizada. Aun mas, en aquellos centros en los que s se ha implantado,
hay una carencia de estudios que discutan los resultados de aprendizaje logrados por los
estudiantes.
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Captulo 2
Instrumentacion
Breve resumen
En las teoras de la instrumentacion se caracteriza la nocion de instrumento como as-
pecto clave para la descripcion de la actividad matematica. En particular, GeoGebra
cumple la funcion de instrumento tanto en el desarrollo de demostraciones como en la
resolucion de problemas matematicos. El instrumento y el medio en el que este se utili-
za condicionan el desarrollo de la tarea a resolver. En este sentido, GeoGebra permite
integrar contenidos algebraicos, de interpretacion funcional y representacion graca en
la resolucion de ecuaciones e inecuaciones. As, el estudiante tiene en sus manos una
forma de control sobre sus producciones escritas, al poder contrastar los resultados ob-
tenidos en distintos soportes y sobre distintos enfoques en la resolucion de una tarea
matematica.
Laburbilduma
Zeregin matematikoak ebazterako orduan, lanabesen teoriek berebiziko garrantzia ema-
ten diote tresnaren nozioari. Bereziki, GeoGebrak tresnaren funtzioa betetzen du frogapen
matematikoak garatzerako orduan eta problema matematikoak ebazterako orduan. Erabi-
litako tresnak eta aukeraturiko inguruneak ebatzi beharreko zeregina baldintzatzen dute.
Izan ere, GeoGebraren bitartez eduki aljebraikoak, interpretazio funtzionala eta adieraz-
pen grakoa integra daitezke, ekuazioen eta inekuazioen ebazpenean. Horrela, ikasleak
esku artean izango du haren idatzizko produkzioen gaineko kontrola, euskarri ezberdine-
tan lorturiko emaitzak kontrasta ditzakelako tartean dauden eduki matematiko anitzen
bitartez.
Short summary
When resolving mathematical tasks, the notion of instrument is fundamental to instru-
mentation theories. In particular, GeoGebra is an instrument to develop mathematical
proofs and problem solving. The chosen instrument and the environment where is used
determine the evolution of the task. Indeed, GeoGebra integrates algebraic, function in-
terpretation and graphic representation notions for solving equations and inequalities.
Therefore, students have in their hands a way to control their written productions, since
provides a way to contrast results in dierent supports and many mathematical views.
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2.1. Nocion de instrumento
La Teora de la genesis instrumental atribuye un rol de gran importancia a los ar-
tefactos usados en la actividad humana a la hora llevar a cabo una tarea (Drijvers,
Godino, Font y Trouche, 2013). Una herramienta o artefacto es un objeto producto de
la actividad humana, normalmente fsico, pero a veces de otro tipo, que se utiliza para
desempe~nar una tarea de algun tipo. A pesar de su dise~no original, un mismo artefacto
puede ser utilizado para la realizacion de distintas tareas en diferentes contextos, en
funcion de las capacidades de quien lo usa. Por lo tanto, si a~nadimos a un artefacto
las destrezas necesarias para desempe~nar una tarea determinada por parte de quien lo
manipula, este pasa a ser un instrumento.
Esta dualidad artefacto-instrumento, no se interpreta en terminos extremos, si no
como dos caras de una misma moneda.
\Utilizaremos el termino artefacto, un termino `neutral' que no especica
ninguna relacion particular con el objeto [. . . y] el termino instrumento
para designar el artefacto en una situacion, inscrita en el uso, en una
relacion instrumental de actuacion con un sujeto como medio de accion."
(Rabardel, 2002, 39{40)
Una segunda dualidad dentro de las teoras de instrumentacion, es la formada por el
par instrumentacion-instrumentalizacion. Durante la genesis instrumental, se crea una
relacion bilateral ente usuario y artefacto. La instrumentalizacion describe la forma en
la que el sujeto, con sus conocimientos, utiliza el artefacto y de alguna manera \le da
forma" para resolver una tarea. De forma dual, la instrumentacion hace referencia a las
posibilidades y restricciones del instrumento, y a como estos condicionantes inuyen en
la resolucion de un problema por parte del sujeto (Hoyles y Noss, 2003). A la hora de
utilizar GeoGebra en la resolucion de ecuaciones, como instrumento que es, el modelo
dinamico generara una relacion bilateral de este tipo con el estudiante.
Una vez que los alumnos desarrollan una forma estable de resolver un tipo especco
de tareas a traves de un instrumento, desarrollan un esquema de accion instrumentada
(Trouche, 2000). Una cuestion crucial, con relacion al uso de GeoGebra, es entonces
determinar si los estudiantes poseen un tal esquema de accion instrumentada a la hora
de resolver las tareas propuestas
Desde el punto de vista de la Teora de la genesis instrumental, GeoGebra constituye
un artefacto. El modo en el que se usan los artefactos no es trivial, es decir, el manejo
de todo artefacto requiere de una instruccion previa. As, por ejemplo, el artefacto
lapiz se convierte en un instrumento de escritura mediante el conocimiento del alfabeto
y la gramatica. De manera similar, gracias a una instruccion y unos conocimientos
matematicos previos, el artefacto GeoGebra se convierte asimismo en un instrumento
para la realizacion de una determinada tarea matematica (Drijvers, Godino, Font y
Trouche, 2013).
En estos terminos, cuando un estudiante usa, por ejemplo, la herramienta GeoGebra
\interseccion de dos objetos" para calcular el punto de corte de dos funciones (instru-
mentalizacion), los lmites del instrumento condicionan las acciones del alumno para la
resolucion de la tarea y determinan el modo en que este conceptualizara la resolucion de
un sistema de ecuaciones, es decir, como un punto en el plano en coordenadas decimales
(instrumentacion).
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2.1.1. Control epistemologico e instrumentacion con GeoGebra
Una vez planteado el problema matematico, la eleccion de un instrumento de reso-
lucion modica el esquema de accion de los estudiantes. Es interesante, pues, analizar
la instrumentacion del artefacto, porque puede ayudar a determinar el modo y el orden
de utilizacion de los soportes fsicos en el dise~no de una actividad matematica. Se com-
paran, a continuacion, dos esquemas de resolucion: en uno, se emplea exclusivamente el
soporte de \lapiz y papel", y la tecnica utilizada es aritmetico-algebraica; en otro, se
emplea el soporte \software dinamico", con un predominio de la tecnica de resolucion
graca.
En la resolucion algebraica de una tarea matematica, en general, no se realiza un
analisis previo: la tecnica objeto de ense~nanza se presenta cristalizada y atomizada, y
se justica la ausencia de este analisis previo atendiendo a criterios temporales: si la
situacion escolar esta \ntidamente dise~nada" (se asegura la existencia de soluciones, y
estas se encuentran en el campo numerico natural o entero), el analisis previo no tiene
justicacion. En todo caso, el criterio de existencia para la solucion se aplica en un
paso intermedio de la resolucion, una vez que el estudiante comienza a manipular alge-
braicamente las ecuaciones. Este criterio no se tiene porque explicitar, y puede quedar
implcito en la argumentacion. Una vez nalizada la resolucion, el estudiante comprueba
la solucion obtenida en las ecuaciones iniciales para validar la solucion obtenida.
El esquema de accion se ve modicado cuando se asiste la resolucion del problema por
un modelo dinamico. La construccion dinamica facilita el analisis previo, y la aplicacion
de un criterio de existencia se realiza al inicio de la resolucion: la vista graca de la
construccion sugiere las circunstancias en las que existe o no solucion. Para resolver el
problema, se selecciona un conjunto de herramientas del menu informatico y se aplican
en una secuencia determinada, que invierte el esquema algebraico: se anticipa el objeto
nal (solucion), y se van pensando \hacia atras", los objetos previos que son necesarios
crear para llegar, paso a paso, a este n (gura 2.1).
Figura 2.1: Esquema de accion con GeoGebra
Este esquema puede tener tantos pasos como pasos tenga la construccion. Las res-
tricciones de la herramienta GeoGebra determinan su utilidad y la decision del ususario
sobre el objeto previo que es necesario crear. La estrategia de ensayo y error permite en
ultima instancia la denicion del objeto que se quiere crear.
Por regla general, la ausencia de tecnicacion genera una serie de intentos fallidos,
hasta que, por ensayo y error, se obtiene una solucion exitosa. En el proceso algebraico,
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esta circunstancia se traduce en calculos infructuosos, codicaciones inapropiadas en
intensivos algebraicos, o la seleccion de una formula que no resuelve la tarea. En el
dise~no de la construccion dinamica, es previsible que la falta de tecnicacion genere
una construccion que no es \mnima" en cuanto al numero de objetos informaticos
creados en el proceso, con presencia de objetos que no cumplen ninguna funcion, objetos
redundantes, o la utilizacion consecutiva de varias herramientas en situaciones en las que
una sola herramienta solventa la ejecucion del paso.
En numero de objetos que se pueden crear aumenta en funcion del numero de pasos
que requiera el dise~no de la construccion dinamica. As, la busqueda de una estrategia
optima se vuelve imperante con el aumento de la complejidad en la construccion.
Esta circunstancia se puede ejemplicar en el juego de las Torres de Hanoi. En el
juego estandar se disponen tres estacas y n discos de igual grosor pero diferente radio.
Los discos se colocan inicialmente sobre una estaca, en orden decreciente. El objetivo
consiste en mover todos los discos a otra estaca, respetando dos reglas:
En cada movimiento se mueve un solo disco.
Un disco de radio mayor nunca se puede colocar sobre otro de radio menor.
Se puede demostrar, a partir de una regla recursiva, que el numero mnimo de movi-
mientos que se requieren para resolver la tarea es de 2n 1. En esta solucion, se observa
que el numero \mnimo" de movimientos aumenta exponencialmente a medida que au-
menta el numero de discos. Un jugador que se enfrenta al juego con n = 3 discos, lo
podra resolver sin conocer la estrategia ganadora, puesto que se requiere un mnimo de
23   1 = 7 movimientos. Sin embargo, la ausencia de tecnicacion en la resolucion del
problema no permite resolver esta con exito para un valor \grande" de n. Asimismo, el
incremento del numero de estacas (de 3 a 4) genera un nuevo problema, en el cual la de-
terminacion del nuevo numero \mnimo" de movimientos requiere complejas estrategias
de busquedas heursticas (Korf y Felner, 2007). La gura 2.2 muestra todos los posibles
estados del juego de las Torres de Hanoi para n = 3, junto con el procedimiento para
resolver el juego con el mnimo numero de pasos, es decir, con 7 pasos.
Volviendo al problema que nos ocupa, cada paso en la construccion del modelo se
puede ejecutar con un conjunto de herramientas. As, el numero de las posibles elec-
ciones y aplicaciones de las herramientas aumenta en funcion del numero de pasos que
requiere la construccion, y en ausencia de una tecnicacion, diculta la obtencion de la
construccion mnima.
El modelo dinamico permite aplicar gracamente, desde un inicio, un criterio de
existencia de la solucion. Sin embargo, una vez obtenida, esta no se comprueba por
otro procedimiento. Al igual que los estudiantes se fan de los resultados obtenidos en
una calculadora, no ponen en duda la solucion obtenida en un proceso informatico. El
resultado lo da la maquina y esta es suciente garanta.
As, en el contexto del campo numerico irracional, cuando se solicita la comproba-
cion
p
18 = 3
p
2, al estudiante queda satisfecho con la comprobacion numerica de su
calculadora:
p
18 = 4; 24264068 : : : 3
p
2 = 4; 24264068 : : :
El proceder del estudiante tiene su justicacion matematica (Chevallard, 2004), y
ademas, la instrumentacion de la calculadora permite al estudiante avanzar en la asig-
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Figura 2.2: Torres de Hanoi (Kardi Teknomo, 2011)
nacion de un signicado personal al numero irracional, tal como se vera en el ejemplo 8
(seccion 3.2).
De igual manera, la solucion obtenida por un modelo dinamico tampoco se comprue-
ba fuera del contexto del instrumento. Por ello, la ingeniera didactica y en el dise~no de
la tarea deben garantizar que el resultado obtenido por el estudiante con el instrumento
GeoGebra valide efectivamente la solucion.
Ejemplo 2 (Instrumentacion) Resuelve la ecuacion 4x2   5x  6 = 0.
Resolucion algebraica. En un primer paso, se manipula la expresion algebraica, aun
sin tener conocimiento de la existencia de la solucion. El esquema de resolucion
dicta la aplicacion de la formula de segundo grado, x =  b
p
b2 4ac
2a :
x =
5p25 + 4  4  6
8
Llegado este punto, se aplica un criterio de existencia: los valores del radicando
suman un valor positivo (distinto de cero), luego existen dos soluciones. Si el
estudiante sencillamente opera los valores y continua con la resolucion, este paso
se ejecuta, pero queda implcito:
x =
5p121
8
=
5 11
8
De esta expresion se deducen dos soluciones: x1 = 16=8 = 2 y x2 =  6=8 =
 3=4, y su veracidad se valida en el enunciado inicial: 4  22   5  2   6 = 0,
4  ( 3=4)2   5  ( 3=4)  6 = 0.
Resolucion por modelo dinamico. La ejecucion del ejercicio comienza a partir de la
representacion graca de la parabola (gura 2.3). El criterio de existencia para la
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solucion es ahora funcional y graco, en relacion a los puntos de corte de la graca
con el eje de abscisas: es decir, si las ramas de la parabola son \hacia arriba" y
la parabola tiene un valor negativo, entonces existen dos soluciones distintas. A
partir de esta observacion previa, la resolucion algebraica se ejecuta en prevision
de las herramientas disponibles y su utilidad. En este caso, la eleccion de una
unica herramienta soluciona el problema: interseccion de dos objetos. Se pincha
sobre la parabola y sobre el eje de abscisas. La primera coordenada de cada punto
se debe relacionar con una solucion de la ecuacion: una es facilmente reconocible
(B  x1 = 2), y la otra es estimada (A  x2   0; 75).
Figura 2.3: Resolucion asistida por GeoGebra
En el ejemplo 2, la resolucion algebraica teorica muestra la postergacion del analisis
previo. Atendiendo a un analisis sobre la existencia de soluciones, el estudiante debera
comenzar por estudiar los signos en el determinante de la ecuacion:  = b2   4ac.
Sin embargo, el criterio de existencia se aplica \sobre la marcha". A continuacion, se
aplica un procedimiento algebraico cristalizado. El esquema de accion consiste en la
identicacion del tipo de problema y la aplicacion de una tecnica determinada. La tecnica
se ha tenido que estudiar y practicar previamente.
La resolucion por modelo dinamico ense~na al estudiante un nuevo metodo de con-
trol para ser utilizado en el contexto algebraico. La existencia de dos soluciones queda
justicada por las siguientes observaciones:
1. La funcion y = 4x2   5x  6 es una parabola concava.
2. El valor de la ordenada en el origen (yjx=0 =  6) es menor que 0.
Al trabajar sobre el modelo dinamico, es necesaria tambien una instruccion previa en
el manejo de la herramienta y un esquema de accion. La identicacion de la solucion con
la abscisa de un punto no es transparente para un estudiante que se inicia en el algebra.
La eleccion de la herramienta viene motivada por la identicacion de la solucion de
la ecuacion con la interseccion de dos curvas en la vista graca. El campo numerico
empleado pasa de ser racional en la resolucion algebraica, a ser decimal en la resolucion
asistida por el modelo.
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El esquema de la gura 2.1 no se ve claramente en el ejemplo 2, porque se requiere de
una unica herramienta para hallar la solucion del problema con la asistencia del modelo
dinamico. El ejemplo 3 muestra el proceso de instrumentacion { instrumentalizacion del
software de geometra dinamica en un problema de geometra del espacio, en el que la
resolucion por software dinamico requiere ahora de un buen numero de pasos. Ademas,
en los procedimientos algebraicos usuales se emplea la nocion de lugar geometrico en la
resolucion de multiples tareas geometricas. A diferencia de estos procedimientos carte-
sianos, las herramientas propias del software dinamico derivan la resolucion de la tarea
hacia la geometra de regla y compas.
Ejemplo 3 (Instrumentacion) Dados los planos 1 : 2x + 2y   z   1 = 0 y 2 :
x  2y + 2z   3 = 0, halla las ecuaciones de los planos cuyos puntos equidistan de 1 y
2.
Resolucion algebraica. Llamamos X(x; y; z) a un punto cualquiera del espacio.
Planteamos Distancia[X;1] = Distancia[X;2]. Este planteamineto se traduce
a:
j2x+ 2y   z   1jp
22 + 22 + ( 1)2 =
jx  2y + 2z   3jp
12 + 22 + 22
El anterior planteamiento de lugar geometrico se resuelve a partir de la siguiente
ecuacion:
j2x+ 2y   z   1j = jx  2y + 2z   3j
Es decir, las ecuaciones de los planos que se buscan son x + 4y   3z + 2 = 0 y
3x+ z  4 = 0. El lugar geometrico que se pide esta formado, pues, por dos planos
(perpendiculares entre s, pues el producto escalar de los vectores normales es 0),
que se cortan en una recta r que es la misma que la determinada por los planos
1 y 2.
Resolucion por software dinamico. Al introducir las expresiones de los planos 1 y
2 en la barra de entrada del software, se generan los planos a y b. La herramienta
interseccion de dos objetos permite representar la recta de corte, c. Se asigna un
punto A a la recta c, por ejemplo, A(1; 0; 1). El software permite ejecutar la tarea
como si se tratara de un problema de regla y compas, pero en tres dimensiones.
En efecto, existe una herramienta que construye una circunferencia con centro en
A, perpendicular al eje c y de radio 1, d. Se calculan los puntos de interseccion de
la circunferencia con los planos a y b. A continuacion, se trazan las mediatrices de
los puntos de corte que pasan por A, e y g. Por ultimo, los planos que se buscan
son aquellos que contienen, por un lado, las rectas e y c, y por otro, las rectas g y
c: la herramienta plano a partir de dos rectas se encarga de ello (gura 2.4).
Los resultados obtenidos estan expresados sobre el campo numerico decimal, pero
se corresponden con los obtenidos en la resolucion algebraica:
 0; 3x+ 1; 19y + 0; 9z   0; 6 = 0  x+ 4y   3z + 2 = 0
 0; 9x  0; 3z   1; 19 = 0  3x+ z   4 = 0
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Figura 2.4: Instrumentacion de GeoGebra
En el ejemplo 3, al igual que en el ejemplo 2, se omite en la resolucion algebraica el
analisis previo sobre la existencia de soluciones. Se aplica una tecnica cristalizada y la
existencia de soluciones queda justicada en el estudio de signos del valor absoluto.
El analisis algebraico previo se podra realizar con el estudio de los vectores directores
de los planos 1 y 2. En efecto, los vectores directores ~u1(2; 2; 1) y ~u2(1; 2; 2) no son
proporcionales. Se deduce de ello la posicion relativa de los planos: estos son concurrentes
y se cortan en una recta. La vista del plano perpendicular a la recta de corte permite
visualizar la situacion en un diagrama plano (gura 2.5).
Figura 2.5: Analisis previo en resolucion algebraica
El software dinamico permite la ilustracion de los planos en la vista graca. El
analisis previo es inmediato: los planos son concurrentes y existen dos soluciones. El
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objetivo de la resolucion por software dinamico consiste ahora en obtener los elementos
previos necesarios para ejecutar la orden de creacion de estos planos-solucion. A n de
cuentas, un plano se traza a partir de dos rectas, y una recta, a su vez, a partir de dos
puntos. Los objetos previos creados (el punto A, y los puntos de corte de la circunferencia
perpendicular al eje de los planos) responden a esta necesidad y se crean con la intencion
de concatenar el uso de las herramientas disponibles hasta llegar al ultimo objeto.
Tal como se describe en la gura 2.1, la estrategia de ensayo y error generara, en un
principio, un gran numero de objetos (puntos de interseccion; rectas paralelas, perpen-
diculares y mediatrices) innecesarios desde un punto de vista optimo (creacion de un
numero \mnimo" de objetos).
El esquema de accion ahora descrito viene determinado por el dise~no de las herra-
mientas informaticas en la version 5.0 de GeoGebra. En efecto, esta version incluye
herramientas 3D que permiten trabajar con regla y compas tanto la geometra plana
como la geometra del espacio, y se han puesto a prueba en varios cursos de formacion
de profesorado de secundaria (Lasa, 2013).
En conclusion, la herramienta empleada inuye en la resolucion de la tarea, y su
eleccion se debe realizar en terminos de responsabilidad matematica, es decir, en rela-
cion a los medios de control que esta pueda aportar. En efecto, la utilizacion del software
facilita el control del proceso de resolucion en las fases de analisis previo (existencia de
la solucion) y control del resultado (comprobacion). De esta manera, la relacion bila-
teral entre usuario y artefacto es compleja y el dise~no de la actividad debe contemplar
distintos momentos y diversidad de soportes. La descripcion detallada de las congu-
raciones que forman los objetos matematicos que se ponen en funcionamiento en las
practicas operativas y discursivas de resolucion de una tarea matematica se describen
en el apartado 3.
Asimismo, el empleo de un instrumento dinamico permite abordar la introduccion
de nociones matematicas privilegiando el polo intensivo (general) ante el polo extensivo
(particular). Pese a todo, el docente debe gestionar con precaucion la visualizacion de
objetos dinamicos, para no incurrir en un fenomeno de ilusion de la transparencia.
2.1.2. GeoGebra e ilusion de la transparencia
El uso de la pizarra tradicional en la ilustracion de contenidos geometricos tiene
la limitacion obvia de no poder ense~nar mas que un ejemplo, o unos pocos, de repre-
sentaciones geometricas en cada sesion. La literatura en didactica de las matematicas
identica un buen numero de fenomenos que guardan relacion con esta presentacion
ostensiva de objetos estereotipados. En particular, estos ejemplos pueden generar un
fenomeno de ilusion de la transparencia.
\Fenomeno por el cual mientras que el profesor interpreta un ejemplo
en tanto que modelo o representante de una clase, el estudiante no ve
mas que dicho ejemplo. Este fenomeno es una muestra de la distancia
en la dinamica de construccion y comunicacion de las matematicas en
tanto conocimiento cientco y en tanto objeto de ense~nanza cristalizado
y etiquetado en las instituciones escolares. Por ello, es indispensable la
determinacion de medios que permitan a estudiantes y profesores `hablar
un mismo idioma"'(Lasa y Wilhelmi, 2013, 31).
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>Como puede GeoGebra contribuir a la superacion de este fenomeno? Es decir, >pue-
de GeoGebra reducir la distancia entre la interpretacion de un ejemplo como \objeto
aislado" y como \representante de una clase"? (Lasa y Wilhelmi, 2013). Resulta esencial
contestar a esta cuestion en cualquier proceso de generalizacion, en el cual participan
objetos intensivos (generales) y extensivos (particulares).
\Como resultado de un proceso de generalizacion obtenemos un tipo de
objeto matematico que denominaremos objeto intensivo, que viene a ser
la regla que genera la clase, el tipo o generalidad implicada (Godino, Font,
Wilhelmi y Lurduy, 2011). Mediante el proceso inverso de particulariza-
cion se obtienen objetos que denominamos extensivos, esto es, objetos
particulares. El objeto intensivo puede ser visto como la regla que ge-
nera los elementos que componen una coleccion o conjunto, sea nito o
innito. Una coleccion nita simplemente enumerada no se debe consi-
derar como un intensivo hasta el momento en que el sujeto muestra el
criterio o regla que se aplica para delimitar los elementos constituyentes
del conjunto. Entonces el conjunto pasa a ser algo nuevo, diferente de los
elementos que lo constituyen, como una entidad unitaria emergente del
sistema. Por tanto, ademas de la generalizacion que da lugar al conjunto,
hay un proceso de unitarizacion." (Godino, Ake, Gonzato y Wilhelmi,
2014).
Por lo tanto, la complejidad de los procesos de generalizacion exige la toma de
decisiones especcas que permitan a los estudiantes desarrollar sus conocimientos a
partir de elementos particulares hasta la determinacion de clases.
La determinacion de clases, junto con la busqueda de patrones y regularidades, es una
actividad que guarda estrecha relacion con los procesos de demostracion matematica.
De hecho, un instrumento dinamico permite el estudio de un gran numero de casos
particulares y la busqueda de contraejemplos. Con ello, el instrumento se convierte en
el gran aliado de la ilustracion de propiedades y el razonamiento inductivo, como fase
previa al razonamiento puramente deductivo.
2.2. Momentos de uso del instrumento GeoGebra
Tradicionalmente, el matematico profesional muestra resultados matematicos enla-
zando entre s conceptos previos y proposiciones ya demostradas para generar nuevo
conocimiento. Los procesos deductivos guan esta forma de proceder y los resultados
matematicos se presentan en una secuencia ordenada y ntidamente estructurada.
Sin embargo, la actividad real de un matematico no sigue esa secuencia precisa. La
intuicion, la formulacion de conjeturas y la busqueda de contraejemplos son elementos
que marcan las idas y venidas de una idea hasta la culminacion del resultado en forma
de teorema demostrado. Mason, Burton y Stacey (1988) describen la implementacion
educativa de este esquema de pensamiento en terminos de procesos, fases y estados.
En particular, en la educacion obligatoria, las argumentaciones inductivas restringen
fuertemente los procesos de demostracion matematica, y el software es util precisamente
a la hora de asistir esta argumentacion inductiva.
Ademas, desde la decada de 1970, se emplea el ordenador y su potencia compu-
tacional en el quehacer matematico y la demostracion matematica entra en una nueva
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era, puesto que el ordenador realiza calculos a una velocidad innitamente mayor que
es ser humano. La objecion que el matematico profesional puede hacer del empleo de
maquinas en la demostracion matematica, es la imposibilidad material de comprobar
paso-a-paso la existencia de errores dentro del proceso llevado por la maquina. Desde
luego, podra analizar el programa informatico utilizado en la resolucion y quedar satis-
fecho con la ausencia de errores de programacion en la secuencia de ejecucion, pero el
resultado no dejara de ser una \demostracion emprica" de la proposicion, semejante a
un modelo matematico que describe un proceso fsico.
El hito de la demostracion informatica es, sin duda, el Teorema de los cuatro colores
(anexo C). El problema, que data del siglo XIX, no fue \demostrado" hasta 1976, cuando
Haken y Appel1 dieron con un argumento de resolucion (Barnette, 1983). Esta demos-
tracion es todava hoy fuente de controversia, dado que la ultima parte del argumento
se realiza a partir de un estudio de la casustica por calculos computacionales.
Por controvertida que pueda ser la utilizacion de software en la practica profesional
matematica, esta es una realidad que justica su uso en los procesos de ense~nanza y
aprendizaje. De hecho, tanto el currculo como las leyes de educacion hacen referencia
explcita al software de geometra dinamica y de otro tipo (MEC, 2006). Por ello, se
debe estudiar la utilizacion del software de geometra dinamica en las distintas etapas
educativas, en relacion a las dimensiones cognitiva, epistemica y de ense~nanza.
En la etapa de la Educacion Secundaria, Lasa y Wilhemi (2013) describen tres mo-
mentos basicos en los que es pertinente el uso de GeoGebra dentro de la actividad
matematica. Estos momentos son la exploracion, la ilustracion y la demostracion de
una propiedad matematica. En estos tres momentos la dualidad ejemplar-clase es esen-
cial, puesto que los objetos geometricos se aceptan entonces como modelos de un tipo
particular de situacion.
GeoGebra se usa principalmente en la ilustracion de propiedades a partir de un
ejemplo dinamico. Los momentos de exploracion y demostracion exceden, en general, su
uso principal.
2.2.1. Exploracion
Las practicas operativas y discursivas en la resolucion de problemas matematicos
comienzan en un momento de exploracion. El software de geometra dinamica permite
la construccion de modelos de exploracion para la resolucion de ejercicios y problemas.
Por ejemplo, se construye y estudia una gura geometrica para inferir alguna propiedad
hasta el momento desconocida.
Se puede dise~nar una gura geometrica que cumpla las restricciones de un enuncia-
do o las condiciones iniciales de un problema. A continuacion, el alumno manipula la
construccion y deduce propiedades de la misma.
Estas construcciones raramente las hace el alumno. El docente las dise~na con ante-
rioridad a la sesion o las selecciona de un fondo de construcciones. El Proyecto Gauss2
o GeoGebraTube3 son dos ejemplos de dichos repositorios.
1Kenneth I. Appel fallece el 19 de abril de 2013, durante la redaccion de este trabajo. En el Anexo C
se incluye una sntesis de la demostracion de Appel y Haken al Teorema de los Cuatro Colores, ademas
de unas consideraciones adicionales sobre la controversia que genera la utilizacion del software en la
practica matematica escolar.
2Enlace al Proyecto Gauss:
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/
3Enlace a GeoGebraTube:
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A continuacion se ejemplica el uso de un modelo de exploracion (Lasa y Wilhelmi,
2013). Se propone la resolucion de un problema de geometra plana tomado del currculo
de Educacion Secundaria.
Ejemplo 4 (Momento de exploracion) Dado el triangulo \ABC, demostrar que bA
es un angulo recto si y solo si la longitud de la mediana del vertice A mide la mitad de
la longitud del segmento BC.
Descripcion de la construccion. La construccion representa los elementos del enun-
ciado (el triangulo\ABC, la mediana AA0, el segmento que dene el punto medio
A0 del lado a, y el angulo bA que se quiere estudiar) y permite explorar la situa-
cion. Para cualquier disposicion del triangulo con angulo bA obtuso, la longitud de
la mediana es menor que la mitad del segmento BC, mientras que para cualquier
disposicion del triangulo con angulo A acutangulo, la longitud de la mediana es
mayor que la mitad del segmento BC.
Utilidad. La construccion ayuda a conjeturar. Ademas, permite pensar una va para
demostrar la propiedad, muestra los elementos que participan y algunos resultados
que pueden servir al proposito de completar la prueba. La gura 2.6 muestra
dos momentos de la exploracion4. Una vez pasado el momento de exploracion, la
actividad revierte en encontrar un argumento logico que complete la demostracion.
Prueba formal. Se supone, en primer lugar, que el angulo bA es recto, y se deduce de
ello bB + bC = 90. Se divide el angulo bA en dos angulos que tengan las amplitudes
de bB y bC, respectivamente. De esta forma, se generan dos triangulos \AA0C y
\AA0B, ambos isosceles, puesto que tienen dos angulos iguales cada uno. Entonces,
los segmentos AA0, A0B y A0C son de igual longitud, y se concluye que el punto
A0 es el punto medio del segmento BC (gura 2.7 (a)).
Se puede invertir el argumento para obtener la implicacion inversa. Se supone
ahora que los segmentos AA0, A0B y A0C son de igual longitud. Es decir, los
triangulos \AA0B y \AA0C son isosceles. Por un lado, bA = bB + bC, y por otro lado,
2 bB + 2 bC = 180, de lo que se deduce bA = bB + bC = 90 (gura 2.7 (b)).
A diferencia de estos modelos de exploracion, un modelo ilustrativo no esta dise~nado
(en un principio) para que el estudiante manipule la construccion e indague de forma
autonoma. En la siguiente seccion se describen construcciones ilustrativas cuyo objetivo
es el de asistir la labor docente mientras el alumno recibe una leccion.
2.2.2. Ilustracion
El uso principal que se hace del software de geometra dinamico, en particular, Geo-
Gebra, consiste el mostrar ejemplos de propiedades a partir de casos concretos seleccio-
nados ad hoc. De forma mas general, el docente presenta al alumno una construccion
que muestra la veracidad de una propiedad dada o de un cierto teorema.
Esta construccion sirve de modelo manipulativo y su uso se complementa con la
pizarra digital. A diferencia de lo que sucede con la pizarra tradicional, en la cual solo
www.geogebra.org
4El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/book/title/id/nSrLvW0u#material/1640273
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a) Momento de ex-
ploracion: angulo A^
obtuso
b) Momento de ex-
ploracion: angulo A^
agudo
Figura 2.6: Momento de exploracion (Lasa y Wilhelmi, 2013)
a) Primera implicacion b) Segunda implicacion
Figura 2.7: Demostracion de la propiedad
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se pueden representar unos pocos ejemplos de casos particulares, con la asistencia del
software dinamico se puede generar toda una familia de objetos o una completa clase de
equivalencia. Se pueden estudiar, por ejemplo, las propiedades de una clase de triangulos,
a partir de un modelo dinamico que genera toda la familia.
Este uso principal debera motivar nuevos ejemplos que mejoren la conanza de los
estudiantes en la formulacion de conjeturas. Holz (2001), citado por Burke y Kennedy
(2011), constata que en un entorno de geometra dinamica, los estudiantes que observan
la veracidad de una conjetura sienten la necesidad de conocer el porque de la misma.
Despues de todo, la ilustracion de una propiedad no es mas que una \imagen" de la
misma.
En Educacion Secundaria, las restricciones materiales y temporales, junto con las
restricciones cognitivas de los estudiantes, pueden traer consigo la decision didactica de
ignorar la demostracion formal de una propiedad y limitar la actividad a una presenta-
cion ilustrativa de la misma. De todas formas, existen diferencias entre la construccion
ilustrativa y la demostracion formal de esas mismas propiedades.
A continuacion se ejemplica el uso de un modelo de ilustracion (Lasa y Wilhelmi,
2013). Se ilustra una propiedad geometrica clasica tomada del currculo de Educacion
Secundaria, el puente del ganso.
Ejemplo 5 (Momento de ilustracion) Dado un triangulo\ABC, si la longitud de un
lado es menor que la longitud de otro lado, entonces, los angulos opuestos a esos lados
satisfacen la misma desigualdad.
Descripcion de la construccion. La construccion del modelo dinamico explica efec-
tivamente la propiedad descrita. Se visualizan los elementos del enunciado y se
clasican por colores, continuidad de las lneas o marcas en las representaciones
de los segmentos y angulos. Ademas, aparecen en pantalla cuadros de texto en los
que un cambio en la desigualdad de dos angulos del triangulo provoca, a su vez,
un cambio en la desigualdad que cumplen dos longitudes de los lados del triangulo
(gura 2.8)5.
Utilidad. GeoGebra muestra un modelo \numerico" que explica la propiedad y
permite el estudio de la casustica y la tipologa del triangulo (acutangulo, recto,
obtusangulo; equilatero, isosceles, escaleno) sin condicionantes de tiempo o espa-
cio. La propiedad se revela cierta para cualquier tipo de triangulo, y la ausencia
de contraejemplos valida el resultado inductivo. Sin embargo, el dise~no de la cons-
truccion no aporta informacion util que justique la observacion, y los elementos
en pantalla no ofrecen ninguna pista que permita idear una lnea de ataque para
probar la veracidad de la armacion.
Prueba formal. Se quieren comparar los lados a y b del triangulo junto con los
respectivos angulos opuestos bA y bB. En caso de que el triangulo sea equilatero
o isosceles con a = b, entonces, claramente bA = bB, y viceversa. Por lo tanto, se
puede suponer, sin perdida de generalidad, que el triangulo es isosceles o escaleno
con a < b. A su vez, se puede reducir el estudio de casos a aquellos que tengan
angulos bA y bB agudos: en efecto, si el triangulo es recto en bB, a es un cateto
del triangulo mientras que b es la hipotenusa, y claramente, bA < bB; ademas, si
5El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/book/title/id/nSrLvW0u#material/1640321
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a) Momento de ilustracion:
a > b y A^ > B^
b) Momento de ilustracion:
a < b y A^ < B^
Figura 2.8: Momento de ilustracion (Lasa y Wilhelmi, 2013)
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el angulo bB es obtuso, necesariamente bA < bB. En el caso objeto de estudio, se
dibuja el arco de radio a con centro el vertice C, que interseca b en el punto A0. El
triangulo interno \A0BC es isosceles, con angulo iguales A0 y B0 (el vertice B del
triangulo original se corresponde con el vertice B0 del triangulo interior). Puesto
que bB > cB0, cB0 =cA0 y cA0 > bA, se obtiene bA < bB (gura 2.9).
Figura 2.9: Prueba formal: puente del ganso
En resumen, el modelo ilustrativo explica de forma efectiva la propiedad pero no
la demuestra, y el proceso deductivo que justica la propiedad diere sustancialmente
de aquello que se visualiza en pantalla. En la siguiente seccion se introduce un modelo
demostrativo y se compara uno ilustrativo.
2.2.3. Demostracion
El docente tradicional no requiere de mas herramientas que una tiza y una pizarra
para demostrar, paso a paso, una propiedad geometrica6. Sin embargo, la introduccion
paulatina de pizarras digitales en el aula afecta de forma directa a esta tradicion. Asi-
mismo, el software de geometra dinamica complementa el uso de la pizarra digital e
incrementa su funcionalidad. Estos nuevos instrumentos promueven el uso de construc-
ciones ilustrativas (la ausencia de contraejemplos y el estudio de un gran numero de
casos numericos justican inductivamente la propiedad) y las demostraciones deducti-
vas se dejan de lado, por ser estas mas costosas. En la seccion 2.2.2 se ha argumentado
que el modelo ilustrativo no se tiene porque dise~nar en funcion de los argumentos ma-
tematicos que participan en la demostracion. Algunas veces, se tratara de una decision de
ense~nanza; otras veces, la divergencia entre las construcciones ilustrativa y demostrativa
se puede deber a las restricciones informaticas del instrumento.
Es responsabilidad del docente la seleccion de las situaciones de aprendizaje. A la
hora de realizar esta seleccion, se deberan utilizar, en una primera fase, construcciones
de exploracion o ilustracion que permitan el desarrollo de argumentos inductivos. Esta
fase se caracteriza por la busqueda de contraejemplos y por un analisis rapido de una
gran variedad de casos particulares. De esta manera, la ausencia de contraejemplos
permite conjeturar la validez del resultado. A continuacion, se debe a~nadir una segunda
6Se trata de la version docente del dicho: \a diferencia de lo que sucede en otras disciplinas, en
matematicas, ademas de lapiz y un papel, se necesita una papelera".
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fase a la actividad: el desarrollo deductivo de un argumento matematico que de validez
formal a dicho resultado.
La progresion inductivo-deductivo tiene la ventaja de motivar la genesis matematica.
Esto es as porque los estudiantes preeren las pruebas pragmaticas a las demostraciones
intelectuales (Ballache, 1987).
Sin embargo, aquellos estudiantes que asisten la resolucion de tareas matematicas
con la asistencia de un modelo dinamico se conforman con una prueba emprica. Esto
es as, puesto que el modelo dinamico permite construir una argumentacion inductiva
sobre la ausencia de contraejemplos y el estudio de un numero \suciente" de casos.
Por ello, los estudiantes carecen de experiencia en el desarrollo de pruebas formales y
no sienten la necesidad de justicar el proceso que han seguido (Dreyfus, 1999).
GeoGebra7 presenta un entorno en el que es facil encontrar contraejemplos. Co-
mo consecuencia, la nocion de axioma se extiende y pocas proposiciones requieren de
una prueba formal. Ante la ausencia de contraejemplos en la manipulacion del modelo
dinamico, la propiedad se considera verdadera (De Villiers, 2004).
En este contexto, diversos autores presentan una serie de clasicaciones para los roles
que juega la demostracion. Algunos de estos roles son (Dreyfus, 1999):
La explicacion. Oracion aclarativa que hace inteligible una situacion.
La argumentacion verbal. Proceso de razonamiento con intencion de convencer.
La demostracion formal. Demostracion matematica.
Otros propositos de la demostracion no se trabajan en el contexto educativo. Este
es el caso del rol de la demostracion como sistematizacion a posteriori, en el cual se
organizan resultados no relaciones como un todo unicado (Villiers, 2004).
A continuacion se comparan los usos de modelos ilustrativos y demostrativos, a partir
de las construcciones geometricas del incentro y del baricentro (Lasa y Wilhelmi, 2013).
Ejemplo 6 (Momento de demostracion) Las tres bisectrices de un triangulo inter-
secan en un solo punto llamado incentro.
Descripcion de la construccion. La construccion ilustrativa (gura 2.10) muestra
elementos que participan en la demostracion de la propiedad8. Sin embargo, se
a~naden otros objetos que son conclusion de la misma. Con el apoyo de cuadros de
texto y casillas de control se muestran o se ocultan, segun se requiera, las bisectrices
y sus intersecciones, la circunferencia inscrita, el radio de la circunferencia hacia
cualquier lado del triangulo y tres triangulos inscritos denidos a partir de esos
radios/alturas.
La construccion demostrativa (gura 2.11) solo muestra aquellos elementos que son
necesarios para la prueba logica: dos bisectrices, a partir de las cuales se concluye
que la tercera bisectriz corta necesariamente las dos anteriores el mismo punto de
corte9.
7Este trabajo se centra en el software GeoGebra, pero existen entornos similares, tales como Sketch-
pad:
http://www.keycurriculum.com/
8El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/book/title/id/nSrLvW0u#material/1640433
9El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/book/title/id/nSrLvW0u#material/1640529
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Figura 2.10: Momento de ilustracion: incentro (Lasa y Wilhelmi, 2013)
Figura 2.11: Momento de demostracion: incentro (Lasa y Wilhelmi, 2013)
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Utilidad. La construccion ilustrativa sintetiza varios contenidos relativos al incen-
tro y muestra tambien la relacion entre esos elementos. Sin embargo, la construc-
cion ilustrativa no va de la mano de la prueba formal. La austera construccion
demostrativa permite avanzar en el razonamiento deductivo formal.
Prueba formal. La bisectriz del angulo bA equidista de los lados b y c; a su vez, la
bisectriz del angulo C equidista de los lados a y b; por ello, el punto I de interseccion
de los segmentos, equidista necesariamente de los lados a y c, y esta sobre la
bisectriz del angulo bB.
Sin entrar en detalles, la situacion es similar cuando se comparan las construccio-
nes ilustrativa y demostrativa asociadas al estudio del circuncentro y la circunferencia
circunscrita (gura 2.12).
a) Momento de ilus-
tracion
b) Momento de de-
mostracion
Figura 2.12: Momentos de ilustracion y demostracion: circuncentro (Lasa y Wilhelmi,
2013)
El ultimo ejemplo de esta seccion trata la interseccion de las medianas y el baricentro
(Lasa y Wilhelmi, 2013).
Ejemplo 7 (Momento de demostracion) Las tres medianas de un triangulo inter-
secan en un solo punto, llamado baricentro.
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Descripcion de la construccion. La construccion ilustrativa10 (gura 2.13) solamen-
te indica la interseccion de las medianas y la proporcion de los segmentos formados,
es decir, el baricentro corta las medianas en proporcion 1 : 2. De hecho, el paso de
marcar la mediana de acuerdo a dicha proporcion pertenece a la demostracion y
es uno de los argumentos necesarios para concluir que las tres medianas tienen en
efecto un solo punto de corte; no es una conclusion que emerja de la propiedad,
tal como se podra pensar cuando se observa la construccion ilustrativa. Este he-
cho es otra muestra de las posibles divergencias que pueden existir entre modelos
ilustrativos y demostrativos. La construccion demostrativa11 es fundamentalmente
distinta (gura 2.14). En esta segunda construccion, un deslizador muestra, en una
secuencia de siete pasos, el argumento que justica la existencia de un solo punto
de corte para las tres medianas.
Figura 2.13: Momento de ilustracion: baricentro (Lasa y Wilhelmi, 2013)
Utilidad. El estudio de las propiedades del baricentro de un triangulo es un caso
extremo de la divergencia que puede existir entre la ilustracion y la demostracion.
De hecho, en la Educacion Secundaria, se explica que el baricentro es el punto de
interseccion de las tres medianas de un triangulo, pero no se demuestra la veracidad
de esta armacion. Se trata de otro ejemplo de una demostracion formal que se
puede dejar de lado por ser excesivamente costosa.
Prueba formal. Sea A0 el punto medio del segmento a; se traza el segmento AA0
y se divide en tres partes iguales, AE = EG = GA0; sea F el punto medio del
segmento BG; por Tales, AB k EF y AB = 2EF ; se concluye que EFA0B0 es un
paralelogramo; G es el punto de interseccion de las diagonales del paralelogramo,
y por ello, el punto medio de los segmentos FB0 y EA0; entonces, G es en efecto
el punto de interseccion de las medianas.
10El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/book/title/id/nSrLvW0u#material/1640571
11El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/book/title/id/nSrLvW0u#material/1640621
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Figura 2.14: Momento de demostracion: baricentro (Lasa y Wilhelmi, 2013)
2.2.4. Implicaciones para la ense~nanza
La comprension del enunciado por parte del estudiante es fundamental en la reso-
lucion de un problema. Los dibujos y los ideogramas forman parte de los elementos
lingusticos utilizados en la practica operativa y discursiva.
Se ha visto que, en ocasiones, no hay una relacion estricta entre el dibujo propuesto
en un libro de texto y la representacion a escala de ese mismo dibujo con un software
de geometra dinamica.
\Esto genera la necesidad de estrategias especcas de actuacion que ayu-
den a distinguir el dibujo (tama~nos relativos y concretos) del ideograma
(idea representada a traves del dibujo), sin suponer que dibujo e ideo-
grama son la misma cosa. Es ilusorio pensar que es natural que los es-
tudiantes vean el ideograma en el dibujo e interpreten el ideograma en
terminos del dibujo o la cosa representada". (Saenz de Cabezon, Lasa y
Wilhelmi, 2009, p. 22)
GeoGebra se puede utilizar, pues, como una herramienta de dibujo (se crean obje-
tos particulares o extensivos con intencion de mostrar un ejemplo) o como un modelo
dinamico (se dise~na una construccion dinamica intensiva que cumple las restricciones
de un enunciado). A su vez, en el dise~no de un modelo dinamico, se deben distinguir los
momentos de ilustracion y demostracion. Obviar estos aspectos supone, una vez mas,
un fenomeno de ilusion de la transparencia.
El docente tradicional dibuja un diagrama en la pizarra ordinaria e indica sobre el
los pasos de un razonamiento logico. Pero con la introduccion del software de geometra
dinamica, la propiedad se presenta a traves de una construccion dinamica en pantalla o
pizarra digital.
La construccion ilustrativa se dise~na con animo de mostrar un resultado bajo premi-
sas inductivas y puede omitir pasos del razonamiento logico que justica la propiedad.
Este hecho puede ser intencionado o puede ser consecuencia de las propias herramientas
del artefacto informatico. En cualquier caso, la propiedad \se ve", y se corre el riesgo de
dar por terminada la actividad matematica en este preciso momento de ilustracion. El
modelo dinamico pasa entonces de ser un medio a ser un objetivo en s mismo, es decir,
se incurre en un deslizamiento metacognitivo (Brousseau, 1997): GeoGebra se convierte
en n ultimo del proceso de ense~nanza.
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La Teora de situaciones didacticas en matematicas (seccion 3.1) contiene elementos
que permiten encajar los momentos de exploracion, ilustracion y demostracion dentro
del dise~no de una situacion didactica. Por un lado, estos momentos se pueden integrar
en la situacion adidactica, es decir: se emplea el modelo dinamico con el proposito de
explorar los detalles de un problema (fase de accion), comunicar un resultado (fase de
formulacion) o demostrar una conjetura (fase de validacion). Por otro lado, una vez
se han cumplido los objetivos de la situacion adidactica, los momentos de ilustracion y
demostracion pueden ser tambien efectivos en la institucionalizacion del conocimiento.
En todas estas fases y momentos, un modelo de exploracion permite explorar los
detalles del problema, a traves de procesos inductivos y el analisis de casos particulares.
Una vez se abre una va de razonamiento para atacar la demostracion del problema, esta
se realiza primero a partir del razonamiento inductivo, para, a continuacion, completar
la demostracion formal de la propiedad a partir de argumentos logicos. La dualidad
elemento-clase determina el desarrollo de todas estas fases.
2.2.5. Del soporte al medio material
Duval (1995) alerta de como la capacidad de modicacion de registros semioticos
mejora la comprension del conocimiento matematico. As, el soporte material condicio-
na el signicado del objeto matematico, porque dentro del sistema didactico es parte
sustancial del medio antagonista que aporta a la actividad del sujeto retroacciones in-
teligibles (feedback). El soporte se convierte entonces en el medio material . As, se debe
progresar en la descripcion de las relaciones entre los distintos medios, tales como el
papel y el ordenador.
Bremigan (2005) destaca la importancia de que los alumnos realicen sus propias mo-
dicaciones en los diagramas de los enunciados presentados sobre papel. Aquellos alum-
nos que realizan anotaciones y modicaciones sobre el papel, mejoran su rendimiento
en la resolucion de cuestionarios en analisis matematico. Este mayor rendimiento es-
tara relacionado con la capacidad espacial del alumno y las conclusiones a las que llega
mientras realiza dichas modicaciones.
A pesar de que un applet tiene la ventaja de poder manipular un modelo dise~nado ex
profeso para la resolucion de un cierto problema, no se puede dejar de lado la necesidad
de que el alumno escriba en papel o realice sus propios diagramas, independientemente
de lo que este sucediendo en la pantalla del ordenador. Este aspecto es central en relacion
a las hipotesis de trabajo (seccion 1.3).
El cambio habido durante la ultima decada, al pasar de la pizarra clasica al uso
de ordenadores, pizarras digitales e instrumentos miniaturizados de pantalla tactil, es
un campo abierto al estudio que claramente afecta a la concepcion que tenemos de la
transmision del conocimiento matematico en la escuela.
No se trata solo de un cambio instrumental. En la ense~nanza matematica clasica se
ha enfatizado sobremanera el aspecto procedimental, de tal forma que los estudiantes
pueden llevar a cabo tareas sin saber muy bien el porque de lo que estan haciendo, o sin
estar seguros de la validez del resultado.
Los programadores, matematicos y docentes involucrados en el desarrollo de Geo-
Gebra resaltan de forma especial su potencialidad en un entorno de aprendizaje basado
en modelos. Deenden con ello que a medida que los estudiantes resuelven problemas a
traves de modelos dinamicos, construyen tambien una heurstica (Polya, 1945) para la
resolucion de problemas (Bu y Schoen, 2011). El aprendizaje por modelos permitira a
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los estudiantes tener diversas representaciones del problema (lenguaje, simbologa alge-
braica, representacion graca), que facilita la adquisicion de nociones matematicas. En
la seccion 3 se enlazan estas cuestiones con las conguraciones de procesos.
Estos desarrolladores encuentran una base didactica que justica y abala el dise~no
informatico del software dentro de la Teora de la educacion matematica realista (Freu-
denthal, 1978) y el Aprendizaje a traves de modelos (Jong y Joolingen, 2008; Milrad et
al., 2003), e incorporan ademas desarrollos mas recientes en el uso de tecnologa en la
educacion matematica, tales como la Teora de la genesis instrumental.
La utilizacion de software y la clasicacion de los distintos signicados de la demos-
tracion (seccion 2.2) guardan relacion con una cuestion clave en el aula de matematicas:
la evaluacion. En efecto, la institucion educativa obliga a evaluar las heursticas o los
esquemas de accion instrumentada que desarrollan los estudiantes. En general, el docen-
te carece de criterios normativos para decidir cuando un argumento del estudiante es lo
sucientemente minucioso para ser considerado una demostracion.
Hace unos a~nos, la situacion economica y social del centro educativo y de la familia
tenan una inuencia directa en el rendimiento de los estudiantes en actividades con
ordenador, y este hecho tena su reejo en las valoraciones obtenidas por los mismos
(Russell, Goldberg y O'Connor, 2003). Indudablemente, en la actualidad, la democrati-
zacion de la tecnologa y el uso extendido de pizarras digitales en el aula pueden diluir
esta hipotesis.
Sin embargo, es un error centrar en el medio informatico la evaluacion de las produc-
ciones matematicas realizadas por los estudiantes. Bremigan (2005) constata que en la
resolucion de tareas de analisis matematico, resulta beneciosa la utilizacion de una re-
presentacion del problema en soporte fsico, en el cual los estudiantes puedan realizar sus
propias modicaciones de los diagramas. Por ejemplo, el estudiante puede realizar una
modicacion del diagrama, dibujando una gura geometrica interna al modelo dinamico
sobre papel, y este nuevo elemento introducido por el estudiante puede resultar clave
para la correcta resolucion del problema.
Incluso, con una maestra suciente en el uso de las herramientas informaticas, el
estudiante tambien podra realizar esta modicacion sobre el propio modelo dinamico
(es decir, dentro de la fase de construccion del modelo; seccion 1.2, p. 15). Sin embargo,
en relacion al deslizamiento metacognitivo, esta modicacion es, la mayora de las veces,
excesivamente costosa para el estudiante, siempre que un simple dibujo a lapiz sobre el
diagrama sea suciente para dar con una solucion al problema.
Por ello, se deben integrar en el medio de evaluacion distintos soportes, tales como el
ordenador (modelo dinamico), el papel (modicacion de diagramas y esquemas) y el me-
dio oral (explicacion y justicacion de los procedimientos utilizados) (Lasa y Wilhelmi,
2013).
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Captulo 3
Modelo didactico
Breve resumen
El programa epistemologico parte de la problematizacion del saber matematico, con el
n ultimo de dise~nar procesos de estudio idoneos desde el punto de vista epistemologi-
co, cognitivo y de ense~nanza. La pertinencia de este programa, compartida, entre otras
perspectivas, por la TSDM y el EOS, reside en su mayor poder heurstico, esto es, la
capacidad para identicar y describir fenomenos sobre el funcionamiento y control del
sistema didactico. En este captulo se describe el modelo didactico de referencia, que
articula la TSDM y el EOS.
Laburbilduma
Matematikaren irakaskuntzan, programa epistemologikoak abiapuntu hartzen du jakintza
matematikoaren problema-izaera ikaskuntza eta irakaskuntza egoerak diseinatu eta azter-
tzeko, optimoak izan daitezen ikaskuntzaren, epistemologiaren eta kognizioaren ikuspun-
tutik. MEDT edo IOS ikerketa-programa honen parte dira, eta haren indar heuristikoa
handitzen dute. Honela, sistema didaktikoaren funtzionamendua eta kontrola deskribat-
zen duten fenomenoak aztertzeko gaitasuna handitzen dute. Kapitulu honetan, MEDT
eta IOS artikulatzen dituen erreferentziazko eredu didaktikoa deskribatzen da.
Short summary
The epistemological program designs and analyzes learning situations based on the pro-
blematization of mathematical knowledge. TDSM and OSA are theories within this re-
search programs, and increase its heuristic power. Thus, they give tools that increase
the capacity to analyze phenomena that describe and control the didactic system. In this
chapter, we describe a didactical model which integrates TDSM and OSA.
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La actividad matematica que se reproduce en el aula tiene un componente claro
de descubrimiento y reinvencion. El docente ofrece retos y desafos, junto con guas e
indicaciones, que estimulan al estudiante para que este afronte un objetivo de difcil eje-
cucion. El resultado obtenido no es \nuevo" dentro de la estructura del saber, pero lo es
en el contexto del aula: el saber matematico no es transparente y se debe problematizar.
\Hoy en da, el metodo de la reinvencion parece generalmente aceptado,
al menos como principio, aunque facilmente se puede entender por que no
esta muy extendido en la practica" (Freudenthal, 1973, p. 120)
El modelo sistemico integra en uno de sus polos el saber objeto de estudio. Es decir,
el saber (la matematica), el sujeto discente (la cognicion) y el sujeto docente (lo instruc-
cional) forman un triangulo didactico cuyos vertices forman polos complementarios que
modelizan un sistema complejo no reducible a ninguno de sus tres vertices. El didacta
se interesa en las interacciones que se dan entre el docente, el estudiante y el saber
matematico. La introduccion de un modelo tripolar que considera el saber matematico
como objeto de estudio (gura 3.1), aumenta el \poder heurstico" de los programas
de investigacion, plantea nuevos tipos de problemas y genera la aparicion de teoras
auxiliares. Ademas, posibilita la explicacion de hechos recurrentes observados y permite
anticipar fenomenos nuevos. El docente debe estar familiarizado con estas herramientas
para dise~nar la actividad matematica en base a la reinvencion.
Figura 3.1: Modelo sistemico y problematizacion del saber (Lacasta y Wilhelmi, 2012).
Previamente, con la introduccion del modelo cognitivo, se supera el sistema de en-
se~nanza tradicional basado en la transmision, y que considera al alumno como una \caja
vaca" que es preciso llenar de conocimientos. La consideracion del alumno como polo
activo en el proceso de ense~nanza y aprendizaje, ayuda a superar la mera transmision de
conocimientos y la predisposicion a una ense~nanza dogmatica. Ademas, el dise~no curri-
cular en base al modelo cognitivo introduce elementos de psicologa genetica, cognitiva y
del aprendizaje, caracterizando los alumnos segun su nivel de desarrollo y posibilitando
tecnicas de intervencion, motivacion, tratamiento de la diversidad, etc.
La problematizacion expresa del saber matematico se concreto en el programa epis-
temologico (Gascon, 1998), y tanto la Teora de situaciones didacticas en matematicas
(TSDM) (http://guy-brousseau.com/) como el Enfoque del conocimiento y la ins-
truccion matematicos (EOS) (http://www.ugr.es/~jgodino/) forman parte de este
programa.
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El punto de partida en la TSDM (Brousseau, 1997) es la situacion, entendida como
una escena en la que el triangulo didactico interacciona, posibilitando el desarrollo de la
accion matematica. La situacion es un modo de estructurar el medio didactico, para que
este forme un nuevo polo que complementa el modelo sistemico (gura 3.2). Las aristas
del tetraedro representan las interacciones entre los polos del modelo. El profesor dise~na
la situacion para que esta contextualice un problema matematico, y se lo presenta al
alumno. A su vez, el alumno pone en funcionamiento su relacion con el saber y se enfrenta
a la situacion; recibe a su vez retroalimentacion tanto de los estados de la situacion como
por las intervenciones didacticas del profesor. De esta forma, la situacion caracteriza los
objetos matematicos que participan en su desarrollo y les da sentido, dentro del medio
didactico.
Figura 3.2: Evolucion del modelo sistemico.
La distincion entre situaciones didacticas y adidacticas sirve para modelizar el es-
cenario sistemico de ense~nanza y aprendizaje, en terminos de accion, formulacion y
validacion. El docente selecciona las variables didacticas que determinan la situacion
en funcion de las caractersticas del alumno objetivo y de las restricciones materiales y
temporales. La situacion adidactica permite dotar de signicado personal las nociones
y procesos que toman parte en la actividad matematica. El signicado personal guarda
relacion con los conocimientos que el estudiante ha movilizado en la resolucion de la
tarea, es decir, aquellos que ha puesto en practica de manera funcional.
Una vez nalizada la situacion, la labor del docente consiste en identicar aquellos
conocimientos mostrados que la institucion educativa quiere promover y recordar, y que
pasaran a la memoria didactica del aula (Centeno, 1995). La institucionalizacion es
el proceso por el cual el docente identica y selecciona los conocimientos que tienen
importancia cultural dentro de la institucion educativa. A pesar de no formar parte del
dise~no de una situacion, Brousseau (2007) reconoce que la institucionalizacion es un
elemento clave en el dise~no de la actividad matematica, en cuanto permite asumir un
objeto de ense~nanza, identicarlo y asegurar su reutilizacion.
\Nos tomo un tiempo darnos cuenta de que los docentes realmente es-
taban obligados a [...] dar cuenta de lo que haban hecho los alumnos,
describir lo sucedido y lo que estaba vinculado al conocimiento en cues-
tion." (Brousseau, 2007, 27-28)
Con estas herramientas se modeliza el escenario sistemico y se analizan los procesos
matematicos que se pretenden reproducir en el aula. A n de cuentas, las caractersticas
de los grupos de estudiantes pueden cambiar de un curso a otro, y se debe garantizar
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que la situacion reproduce los procesos objeto de estudio. En particular, la gestion de
la situacion es especialmente sensible a los fenomenos didacticos.
La inadecuada gestion del medio, ademas de provocar fenomenos didacticos, puede
generar obstaculos didacticos. A diferencia de los obstaculos epistemologicos, los cuales
son inevitables desde el punto de vista de la adquisicion de conocimiento cientco, el
origen de un obstaculo didactico se debe buscar dentro de la propia organizacion del
medio, como por ejemplo, en la seleccion de un instrumento o en la determinacion de
una secuencia de aprendizaje.
Los obstaculos son de la misma naturaleza que el saber, y ocupan el lugar de un
conocimiento que es util en la resolucion de un problema concreto. El campo de exito del
obstaculo es restringido y no basta con ense~nar al sujeto un conocimiento correcto para
que este lo sustituya. De hecho, las nociones de error y obstaculo estan relacionadas
y ocupan un lugar dominante en los procesos de ense~nanza y aprendizaje (Wilhelmi,
2009).
\Desde el punto de vista matematico, tan importante es determinar si
una propiedad es verdadera como si es falsa: lo esencial es la certidumbre
sobre el valor de verdad (verdadero o falso) de una proposicion, no cual es
este valor. Por ello, mas alla de la semantica de los terminos en el lengua-
je natural, es preciso se~nalar la estrecha relacion entre dichos terminos
en los procesos de estudio de las matematicas. Tanto a una proposicion
verdadera como a una proposicion falsa, un individuo puede atribuirles
un valor de verdad (verdadero-falso) acorde o no a su naturaleza, segun
si las justicaciones esten o no correctamente establecidas con base en
los axiomas de la teora y en las proposiciones previamente demostra-
das. Aun mas, atribuido el valor de verdad, un individuo puede asignarle
un valor de certidumbre (certeza-duda) acorde o no a la naturaleza de
la prueba y, por lo tanto, aceptar un error como acierto o viceversa."
(Wilhelmi, 2009, 6)
En este sentido, un obstaculo se expresa como un error con una presencia longitudinal
en la actividad matematica y que cometen grupos equiparables de sujetos de forma no
aislada o puntual (gura 3.3).
Error n Anecdotico
No anecdotico n No reproducible
Reproducible n No recurrente
Recurrente ! obstaculo
Fracaso
Figura 3.3: Tipos de errores (Wilhelmi, 2009).
Mas adelante, se concretan las nociones teoricas basicas de signicado y funcion
semiotica (Godino y Batanero, 1994). Estas nociones marcan el punto de partida del
EOS y se ven completadas con la tipologa de objetos y procesos matematicos, junto con
su funcionamiento en los procesos de estudio matematicos segun unas caractersticas de
caracter dual (Godino y Font, 2007). En el EOS, las practicas operativas y discursivas
estan en el centro de la actividad matematica. Las matematicas se entienden como un
quehacer humano (en coincidencia con Freudenthal), una respuesta dada a una situacion
problematica. As, la nocion basica de practica matematica se estudia desde un punto
de vista ontologico y semiotico.
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\Toda actuacion o manifestacion realizada por alguien para resolver pro-
blemas matematicos, comunicar la solucion, validar la solucion y genera-
lizarla a otros contextos y problemas" (Godino y Batanero, 1994, 334).
A partir de una concepcion constructivista piagetiana, las conceptualizaciones ma-
tematicas que dan respuesta a dichas situaciones problematicas son producto de las
acciones de las personas, de forma colectiva en un contexto sociocultural, o de forma
individual y psicologica. A pesar de que la TSDM no ha desarrollado explcitamente
los mecanismos transpositivos del saber, de manera informal, ha tomado prestado y ha
asumido las nociones y los instrumentos de la Teora de la transposicion didactica (Che-
vallard, 1992). Tanto en el EOS como en la TSDM, la actividad matematica generada
puede ser institucional o personal (gura 3.4).
TSDM EOS
Conocimiento $ Signicado personal
Saber $ Signicado institucional
Figura 3.4: Conocimiento y saber matematico.
El analisis cognitivo de esta practica matematica se realiza a traves de los sistemas
de practicas manifestadas ante una clase de situaciones-problemas (Godino, 2002). A su
vez, los elementos que emergen de estos sistemas de practicas y que dan respuesta a las
situaciones problematicas conforman los objetos matematicos de estudio (gura 3.5).
Figura 3.5: Conguracion de objetos y procesos (Font et al, 2013).
Los objetos matematicos no se reducen a los clasicos elementos conceptuales y pro-
cedimentales. A partir del modelo epistemico que se propone en el EOS, se analizan las
conguraciones que forman las relaciones entre los objetos matematicos y los procesos
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de los cuales emergen, tales como la representacion, argumentacion y generalizacion,
entre otros, sin olvidar el contexto de la situacion que motiva la actividad matematica.
El lenguaje utilizado en la representacion de estos objetos, es a su vez un instrumento
de trabajo matematico gracias al cual se describen las situaciones problematicas y sus
soluciones.
No obstante, se deja para mas adelante (seccion 3.7) la descripcion detallada de la
ontologa de los objetos matematicos primarios. En primer lugar, se estudia el lugar que
ocupa el instrumento, como soporte material y como practica operativa y discursiva,
dentro de su realidad contextual y en relacion al medio didactico.
La actividad matematica se concreta, segun el EOS, en la manipulacion de objetos
matematicos que tienen multiples representaciones (Font, Godino, D'Amore, 2007; Font,
2007). Ademas, estos objetos tienen una realidad contextual, que se concreta en su
funcionamiento atendiendo a distintas dualidades (gura 3.6):
Uso de extensivos (particulares) / intensivos (genericos).
Signicado personal (cognitivo) / institucional (epistemologico).
Caracter ostensivo (material) / no ostensivo (ideal).
Unitario / sistemico.
Contenido / expresion.
Figura 3.6: El instrumento como practica dentro del EOS.
Por ello, dentro del modelo ontosemiotico, tanto la instrumentacion como la instru-
mentalizacion suponen una practica operativa y discursiva determinada, motivada por
una familia de situaciones, y que requiere un lenguaje propio, deniciones, enunciados
y argumentos.
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En primer lugar, se concreta el lugar que ocupa el instrumento, como soporte mate-
rial, dentro del medio material y de la situacion adidactica, tal como la describe la TSDM
(3.1). A continuacion, se procede a la presentacion de las dualidades contextuales que
concretan el funcionamiento de la instrumentacion y la instrumentalizacion (secciones
3.2, 3.4, 3.6, 3.5, 3.3). Una vez expuestas las dualidades contextuales que concretan el
funcionamiento de la practica operativa y discursiva, se procede a la descripcion detalla-
da de la ontologa del EOS, es decir, de las caractersticas de los objetos primarios que la
componen (seccion 3.7). Estos objetos primarios se utilizaran, a su vez, en el desarrollo
del analisis didactico y para profundizar en la idoneidad didactica, prestando especial
atencion a las idoneidades mediacional y ecologica (seccion 3.8). Termina el captulo con
las secciones dedicadas a los obstaculos y a los fenomenos didacticos (secciones 3.9 y
3.10, respectivamente).
3.1. El medio material y la situacion adidactica
El captulo 2 describe en detalle la nocion de instrumento, y como las teoras de
la instrumentacion consideran clave esta nocion en el desarrollo de tareas matematicas
(Rabardel, 2002). Cuando el docente selecciona los instrumentos que utilizara en la
resolucion de una tarea, estos pasan a formar parte del medio (Brousseau, 2007) en el
que se desarrolla la actividad matematica. Esta actividad incluye actividad fsica variada,
comunicacion verbal o gestual, y representacion iconograca o escrita.
\Cuando el profesor prepara su clase, organiza un medio {que incluye las
reglas que denen el exito y el fracaso{ llamado medio material (aun si no
hay objetos concretos). Debe considerar tambien las interacciones de un
sujeto con este medio. A este sujeto simbolico lo llamamos actor objetivo.
Este par medio-actor constituye la situacion objetiva que se propone efec-
tivamente al alumno y con la que debe interactuar." (Brousseau, 2007,
p. 54)
El medio didactico se organiza en funcion de la etapa educativa. Es decir, el desarrollo
ontogenico y cognitivo del estudiante determina la actividad matematica susceptible
de ser implementada en cada etapa. As, por ejemplo, en la Educacion Primaria, los
recursos materiales y la actividad mediante lapiz y papel determinan casi por completo
la evolucion de los aprendizajes de los ni~nos y el software cumple en la actualidad, en
general, una funcion marginal en el sistema didactico (Lasa y Wilhelmi, 2013a; Lasa,
Saenz de Cabezon y Wilhelmi, 2009).
Los soportes \lapiz y papel" y \software dinamico" cumplen la funcion de instru-
mento en el desarrollo de demostraciones matematicas y en la resolucion de problemas.
El particular, los momentos de exploracion, ilustracion y demostracion, que clasican la
actividad matematica cuando esta se asiste con un modelo dinamico, guardan relacion
con fases de una situacion adidactica (tabla 3.1) y con la posterior institucionalizacion.
Una lectura \horizontal" de la tabla permite una descripcion de los momentos de
la actividad matematica, en los que es pertinente el uso de un modelo dinamico, en
terminos de las fases de la situacion adidactica.
En el momento inicial de exploracion de propiedades, el estudiante selecciona y
pone en funcionamiento su estrategia de base, es decir, un procedimiento asimilado que
domina y en el cual tiene conanza para el desempe~no de la tarea. Las acciones que el
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Tabla 3.1: Fases de la situacion adidactica
Momentos
de la
Fases de la situacion adidactica
actividad
matematica
con GGB
Accion Formulacion Validacion
Exploracion Estrategia de base
Conceptos y
teoremas en acto
Pruebas empricas
(en muchos casos por
ensayo y error)
Ilustracion
Consignas
y devolucion.
Eventualmente,
microinstitucionalizaciones
en situaciones
didacticas con un
componente
adidactico esencial
(Bloch, 1996)
Formulacion
explcita
de propiedades
particulares
de casos concretos
Pruebas parciales
para comprobar
(convencerse
a uno mismo)
y para convencer
(al igual)
Demostracion
Interpretacion
de la respuesta
del medio
antagonista
(feedback)
Formulacion
explcita
de teoremas
Prueba
para comprobar
(convercerse
a uno mismo)
y prueba
para convencer
(al igual)
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estudiante realiza en su intento por resolver la tarea caracterizan esta fase. Atendiendo a
la estructura del medio didactico, la accion se apoya en la transcripcion de informacion
entre soportes, que facilita la formulacion de conceptos y permite la emergencia de
teoremas en acto. Por medio de pruebas empricas, el estudiante valida la pertinencia
de las estrategias que ha puesto en funcionamiento. En muchos casos, la validacion se
da por ensayo y error, y en el contexto del momento de exploracion, el modelo dinamico
facilita la busqueda de contraejemplos que permitan validar las decisiones del estudiante.
En el momento de ilustracion, la ausencia reiterada de contraejemplos permite cons-
truir una argumentacion inductiva, extrada de determinadas observaciones y de ex-
periencias particulares, que permiten explicar la propiedad. A su vez, el momento de
ilustracion puede consistir en una accion instruccional dirigida por el docente en respues-
ta a necesidades puntuales provocadas por condicionantes del medio. En este sentido, el
docente ofrece las consignas oportunas y entra en el juego dialectico de la devolucion.
Se formulan explcitamente propiedades particulares de casos concretos. La validacion
de las propiedades deja de ser emprica y se pueden presentar pruebas parciales para
comprobar la propiedad en casos particulares. Estas pruebas cumplen una doble funcion:
en primer lugar, el estudiante debe adquirir la conanza suciente en su procedimiento
y se debe convencer a s mismo; en segundo lugar, la formulacion de la prueba debe
tambien permitir convencer a otro estudiante en igualdad de condiciones.
En el momento de demostracion, se deben completar las pruebas parciales que el
estudiante da a las propiedades matematicas en estudio. Los argumentos formulados
evolucionan desde el estudio de casos particulares a la formulacion explcita de teoremas
y resultados. A la hora de manipular un modelo dinamico, la argumentacion inductiva
propia del modelo ilustrativo debe dar paso a una argumentacion deductiva, que ca-
racteriza el modelo demostrativo. Es decir, se obtienen consecuencias de principios y
proposiciones previas, para construir una demostracion. Los argumentos formales y la
creacion de un modelo demostrativo caracterizan este momento.
Asimismo, la misma tabla 3.1 permite una lectura \vertical", tomando como eje las
propias fases de la situacion adidactica. A continuacion se describen las caractersticas
de dichas fases y la relacion que guardan con el empleo de modelos dinamicos.
La fase de accion se caracteriza por la toma de decisiones del estudiante. La in-
teraccion del estudiante con la situacion adidactica le permite recibir informacion del
medio al mismo tiempo que actua sobre el, modicando los estados del medio. Gracias
a ese feedback, el estudiante crea un modelo implcito de la situacion, incluso antes de
ser capaz de formularlo.
\Para un sujeto, actuar consiste en elegir directamente los estados del
medio antagonista en funcion de sus propias motivaciones. Si el medio
reacciona con cierta regularidad, el sujeto puede llegar a relacionar algu-
nas informaciones con sus decisiones (retroalimentacion), a anticipar sus
propias acciones futuras." (Brousseau, 2007, p. 24)
De esta forma, el estudiante selecciona su estrategia de base y la pone a prueba en la
resolucion del problema. A su vez, la cambia o modica en funcion de las consignas y de
las devoluciones que recibe del juego dialectico que mantiene con el docente. La utiliza-
cion del software en esta fase requiere de un momento previo de instruccion, la mayora
de las veces vinculado a la ilustracion de algun contenido o de alguna tecnica especca.
Asimismo, la manipulacion de un modelo demostrativo por parte del estudiante tendra
el proposito de interpretar la respuesta que recibe del medio antagonista.
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En este sentido, el estudiante aprende adaptando sus conocimientos previos en fun-
cion de la resolucion de la tarea, mientras que la ense~nanza se gestiona a partir de la
devolucion. Es decir, los actores del sistema didactico se comunican de forma que el
docente \devuelve" la situacion al estudiante, junto con las explicaciones o las consig-
nas auxiliares oportunas. Este momento de devolucion es especialmente sensible a los
fenomenos didacticos (seccion 3.10), con los que hay que tener especial cuidado a la hora
de gestionar el desarrollo de la actividad en el aula.
En resumen, el estudiante actua sobre el modelo dinamico que simula la situacion
problematica de forma autonoma y modica los estados del medio/modelo dinamico.
La modicacion de los estados del medio se da en funcion de las intervenciones del
docente (consignas y devolucion) y del modelo dinamico: el modelo forma parte del
medio didactico y devuelve de inmediato al estudiante un impulso a cualquiera de sus
acciones. El estudiante actua de acuerdo con las estrategias de base que conoce, y su
interaccion con el modelo dinamico le debe permitir obtener respuestas parciales a la
situacion problematica.
En la fase de formulacion, el estudiante establece de forma progresiva un lenguaje
o codigo, un repertorio de vocabulario y sintaxis, que explica sus acciones y el modelo
implcito de accion. Esta fase se caracteriza por la formulacion conceptos y teoremas
en acto, que posteriormente tendran que ser validadas. La transcripcion de informacion
entre soportes motiva, facilita y caracterstica de cierta forma la fase de formulacion. La
formulacion permite explicitar parcialmente las propiedades de estudio en casos parti-
culares, hasta llegar a formular explcitamente el teorema o el resultado. De esta forma,
se explicita el esquema implcito de accion, con la consecutiva manipulacion de modelos
ilustrativos y demostrativos.
\La formulacion de un conocimiento correspondera a una capacidad del
sujeto para retomarlo (reconocerlo, identicarlo, descomponerlo y recons-
truirlo en un sistema lingustico). El medio que exigira al sujeto usar
formulacion debe entonces involucrar (cticia o efectivamente) a otro su-
jeto, a quien el primero debera comunicar una informacion." (Brousseau,
2007, p. 25)
Para forzar la comunicacion entre los actores, la situacion didactica se debe dise~nar
de forma que los actores no puedan tener exito en la resolucion, a no ser que la formu-
lacion sea efectiva. La ausencia es necesaria, puesto que el aprendizaje requiere de la
formulacion del conocimiento puesto en juego en la resolucion de la tarea.
Por regla general, un modelo dinamico es ecaz en la fase de accion, pero no per-
mite por s solo la formulacion ecaz del conocimiento. Precisamente, la utilizacion de
varios soportes materiales y la transcripcion de informacion de un soporte a otro son
interesantes porque provocan la formulacion del conocimiento matematico.
En las primeras etapas educativas, el docente dise~na la situacion didactica para
forzar la comunicacion entre los estudiantes. Es decir, los estudiantes no podran tener
exito en la tarea a no ser que la formulacion del conocimiento sea efectiva. Por regla
general, un modelo dinamico es ecaz en la fase de accion, pero no permite por s solo
la formulacion ecaz del conocimiento. Es por ello necesaria la utilizacion de varios
soportes materiales y la transcripcion de informacion de un soporte a otro para provocar
la requerida formulacion del conocimiento matematico.
A lo largo de la fase de validacion, se construye gradualmente la demostracion de un
teorema, es decir, la validacion del resultado matematico se desarrolla de forma progre-
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siva a lo largo de toda la actividad matematica. En el momento inicial de exploracion,
la busqueda de contraejemplos y la formulacion de teoremas en acto permiten construir
pruebas empricas, por ensayo y error. Mas adelante, la devolucion y la formulacion de
propiedades particulares, junto con la manipulacion de un modelo ilustrativo, facilitan
la construccion de pruebas parciales y el estudiante debe ser capaz de organizar un dis-
curso para convencer a un compa~nero, o s mismo. No obstante, la propiedad no queda
completamente justicada hasta que se es capaz de formular una argumentacion deduc-
tiva. De esta manera, se conrma la veracidad de lo que uno dice dentro de un sistema
logico. La regla implcita descubierta por el estudiante en la resolucion del problema,
requiere de argumentos intelectuales, sintacticos y pragmaticos para evolucionar en una
demostracion.
\[. . . ] La modelizacion en terminos de situacion permite distinguir un
nuevo tipo de formulacion: el emisor ya no es un informante, sino un
proponente, y el receptor, un oponente. Se supone que poseen las mis-
mas informaciones necesarias para tratar una cuestion. Cooperan en la
busqueda de la verdad, es decir, en vincular de forma segura un conoci-
miento a un campo de saberes ya establecidos, pero se enfrentan cuando
hay dudas." (Brousseau, 2007, p. 26)
Una situacion adidactica se considera fundamental cuando esta caracteriza un con-
tenido matematico, siendo la aplicacion de este conocimiento suciente y necesario en
la resolucion de la tarea. El proposito de la situacion fundamental tiene signicado para
el estudiante incluso fuera del contexto matematico, y por ello, su utilizacion se da en
mayor grado entre los maestros e investigadores en didactica de las matematicas en las
etapas de Educacion Infantil y Primaria.
A diferencia de lo que sucede en la Educacion Infantil y Primaria, en la Educacion
Secundaria las situaciones fundamentales desaparecen casi por completo de las propues-
tas curriculares. Los libros de texto guardan vestigios estructuralistas, y no se motivan
los contenidos matematicos, que tienen en la etapa un fuerte componente algebraico.
La falta de motivacion de los contenidos algebraicos y su uso meramente procedimen-
tal guardan relacion, asimismo, con las creencias del docente, es decir: los contenidos
matematicos de la etapa tienen una funcion propedeutica, y el estudio anticipado y
aislado de un contenido matematico benecia, supuetamente y a futuro, al estudiante
(Lasa, 2011). Estas creencias evitan la presentacion de situaciones fundamentales a los
estudiantes en esta etapa.
En este sentido, el modo de gestionar la actividad matematica en el aula cambia
radicalmente de una etapa a la siguiente: el contrato didactico (Brousseau, 1997) que
rige la relacion entre el docente y el estudiante en el contexto educativo pasa a ser
fuertemente didactico (Brousseau, 2007). El contrato didactico dene cuales son las
funciones, obligaciones y los derechos de cada uno de los actores del medio didactico. A
medida que avanza el conocimiento del estudiante y las tareas propuestas aumentan su
dicultad y nivel de exigencia, el contrato pierde vigencia y se rompe, siendo necesaria
la negociacion de un nuevo contrato que se adecue al contexto modicado. El contrato
vigente regula, tambien, la instruccion previa que el estudiante recibe en el manejo y el
control de los instrumentos. El docente transmite al estudiante los objetivos de la tarea
a resolver y las reglas de juego, que los recibe a traves del codigo lingustico.
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3.2. Institucionalizacion del conocimiento
En la TSDM existe una distincion clara entre conocimiento y saber. Es decir, se
distingue entre el conocimiento mostrado por un estudiante en la resolucion de una ta-
rea y el saber matematico de referencia. En este sentido, la situacion adidactica, con
sus fases de accion, formulacion y validacion, permite al estudiante poner en funcio-
namiento sus conocimientos matematicos. A su vez, es responsabilidad del docente la
institucionalizacion del conocimiento mostrado por el estudiante.
De forma similar, el EOS considera que un objeto matematico concreto tiene un
signicado dual. Por un lado, estara el signicado personal, es decir, aquel que atribuye
el estudiante al objeto en la ejecucion de una practica matematica. Por otro lado, ese
mismo objeto matematico tiene un signicado institucional, es decir, el signicado que
le atribuye la institucion educativa, o el propio docente como representante de la misma.
Por ejemplo, en las etapas de Educacion Infantil y Primaria, en tareas de recuento, la
materializacion resulta esencial, ya que los estudiantes cuentan los objetos particulares
o sus representaciones ostensivas. Asignan de esta forma signicado personal a la combi-
natoria a partir de tareas de recuento sistematico, donde la ecacia supone la aplicacion
correcta de principios basicos del conteo (ningun elemento sin contar, ningun elemento
se cuenta por mas de una vez) (Lasa y Wilhelmi, 2015b). Mas adelante, en la Educacion
Secundaria, la institucionalizacion contempla la clasicacion de situaciones-tipo y el uso
de formulas algebraicas para el recuento de casos.
En el caso de la combinatoria, la progresion regular se concreta en el paso de la
utilizacion de tecnicas explcitas (contar todos los casos) a tecnicas implcitas (uso de
reglas, calculos y argumentos). As, la practica matematica desemboca en formulas y
algoritmos. Es entonces cuando la institucionalizacion de las nociones de permutacion,
variacion y combinacion, como instrumentos ecaces de recuento de clases de problemas,
es pertinente (Wilhelmi, 2004). Los signicados personales sirven de base para la motiva-
cion de los signicados institucionales, que en muchos casos involucran la determinacion
de formulas que modelizan clases de situaciones.
Por un lado, la respuesta de un estudiante a una prueba de evaluacion o la resolucion
de una tarea, son manifestaciones de un sujeto individual y muestran informacion sobre
sus conocimientos. Por otro lado, los documentos curriculares, los libros de texto o las
explicaciones de un profesor ante su clase, ponen en juego objetos institucionales en un
contexto normativo o convencional dentro de un proceso de ense~nanza-aprendizaje.
Estos dos enfoques guardan una estrecha relacion y convergen hacia una misma
idea fundamental: la situacion adidactica es el contexto en el que el estudiante asigna
un signicado personal al objeto matematico; a su vez, el docente es responsable de
comparar este signicado con el institucional, para comprobar que ha existido en efecto
un aprendizaje (gura 3.4).
Volviendo la atencion al uso del software dinamico, el estudiante pone en funcio-
namiento sus conocimientos matematicos en el momento de exploracion, a la vez que
asigna un signicado personal a los objetos matematicos que participan en la practica
operativa. En cambio, la institucionalizacion del conocimiento estara a caballo entre los
momentos de ilustracion y demostracion. Es en este momento cuando el docente realiza
una puesta en comun de los conocimientos que se han generado en el aula y los pone en
relacion con el saber.
Un modelo dinamico ilustrativo juega, ademas, un papel relevante dentro de la ca-
tegora de los contratos debilmente didacticos (Brousseau, 2007). En efecto, la \presen-
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tacion organizada del conjunto de conocimientos a transmitir, posee unas propiedades
didacticas intrnsecas". As, el modelo ilustrativo sirve al proposito de la institucionali-
zacion del conocimiento, y ahorra tiempo y esfuerzo a los actores del sistema didactico.
Lasa y Wilhelmi (2015a) ejemplican este extremo, y sintetizan en una construccion ilus-
trativa el desarrollo de una historica conferencia cientca de Richard Feynman1 sobre
el movimiento de los planetas.
Dicho esto, hay que aclarar que todo lo expuesto en relacion a los contratos debil-
mente didacticos no tiene validez dentro de la estructura de la situacion adidactica. Los
signicados institucionales, que en muchos casos involucran la determinacion de formu-
las que modelizan clases de situaciones, se deben motivar a partir de los signicados
personales de los estudiantes. Lasa y Wilhelmi (2015b) ejemplican este extremo en la
resolucion de tareas combinatorias.
\En efecto, una institucionalizacion precoz del algebra de la combinato-
ria, es decir, el uso de intensivos (algoritmos para el recuento de casos
ideales) en ausencia de un signicado personal asignado al proceso de
recuento, parecen ser los responsables de este fracaso. Se deben poten-
ciar, por tanto, las estrategias de resolucion de problemas, la enumeracion
sistematica y el uso de diagramas de arbol, sin el corse de las formulas
combinatorias, y libre de ataduras formalistas."
De esta forma, en la ense~nanza de un topico matematico se debe atender a diversos
aspectos, tales como el analisis de su campo de uso, la valoracion de la ecacia y coste de
sus tecnicas asociadas, la adquisicion de estrategias de control, en muchos casos basadas
en metodos aritmeticos, y, por ultimo, la articulacion de los distintos campos numericos.
En este sentido, la transposicion didactica (Chevallard, 2004) se puede describir como
el camino que recorre el saber matematico desde la civilizacion hasta el sujeto, pasando
por la sociedad, la escuela, la pedagoga, la disciplina, el dominio, el sector y el tema; y
viceversa.
Cada instrumento requiere una adecuacion en terminos de transposicion didactica.
Por ejemplo, el uso de calculadoras ha motivado en las ultimas decadas la necesidad de
fundamentar su uso como herramienta de control en calculos que involucren el campo
numerico irracional.
Un profesor de secundaria pocas veces demostrara a sus estudiantes que
p
5  p
1 +
p
3 es irracional. Sin embargo, el estudiante asigna al numero irracional un signi-
cado personal, que le permite realizar operaciones y controlar las estrategias y tecnicas
asociadas a su uso. La comprension aritmetica del numero decimal le lleva, en muchos
1Richard Feynman (1918{1988) fue un fsico celebre, entre otras muchas cosas, por su habilidad para
dar conferencias cientcas. Tena la capacidad de adecuar sus explicaciones al nivel de maestra en fsica
que tuvieran los participantes de la sala. A su vez, tena fama de mostrar un gran entusiasmo en sus
explicaciones. En el Instituto Caltech donde ejerca Feynman (ah daba sus clases e investigaba), sus
compa~neros tenan la sana costumbre de grabar en magnetofon estas conferencias, para poder as trans-
cribirlas en papel y poder utilizarlas a modo de texto, casi literal, con sus estudiantes de grado en fsica.
Como apoyo a la grabacion, se tomaban tambien fotografas de la pizarra donde Feynman desarrollaba
sus diagramas. Sin embargo, las fotografas analogicas no siempre se han conservado correctamente.
Tampoco se han conseguido guardar los apuntes y las anotaciones de las conferencias que el haca a
mano antes de cada sesion. Lasa y Wilhelmi reconstruyen las guras de la conferencia, en respueta a
la pregunta: >y si Feynman hubiera tenido a mano software de geometra dinamica para desarrollar sus
conferencias? El modelo dinamico se puede consuntar en:
http://tube.geogebra.org/book/title/id/nSrLvW0u#chapter/56323
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casos, a manipular el numero irracional como un numero \con una cantidad arbitraria
de cifras decimales no periodicas". En este contexto, la utilizacion del instrumento \cal-
culadora" le permite manipular numeros con una precision, en el peor de los casos, de
10 8.
Ejemplo 8 (Signicado personal del numero irracional) Comprueba que
p
18 =
3
p
2 (Chevallard, 2004).
El estudiante se basa en un analisis por induccion emprica. Es decir, para com-
probar la igualdad, realiza una comprobacion numerica con su calculadora. El
estudiante tiene la certeza de que su tecnica funciona, porque funciona en todos
los casos escolares (Lakatos, 1983):
p
18 = 4; 24264068 : : : 3
p
2 = 4; 24264068 : : :
La epistemologa espontanea del docente puede llevarle a desacreditar el proceder
del estudiante (\por muchos decimales que calcules, nunca podras tener la certeza
de que los numeros son iguales, <los irracionales tienen innitas cifras decimales no
periodicas!"). Sin embargo, la siguiente micro-ingeniera didactica, permite justi-
car el proceder del estudiante y reconocerlo como un conocimiento matematico
valido para el control de sus decisiones.
Sean a
p
b y
p
c con a; b; c 2 N. Suponemos ambos numeros tienen el mismo desa-
rrollo decimal en n dgitos. Por lo tanto, japb pcj < 10 n. Supongamos, ademas,
a
p
b+
p
c < 10n. Se multiplican ambas expresiones para obtener:
(a
p
b pc)(a
p
b+
p
c) < 10 n10n  1
Es decir, ja2b   cj < 1. Como ja2b   cj es entero y estrictamente menor que 1,
necesariamente debe ser 0 (ja2b  cj = 0). As, dado que a; b; c 2 N:
(a
p
b pc)(a
p
b+
p
c) = 0 () a
p
b pc = 0
De lo que se deduce, a
p
b =
p
c.
En el ejemplo anterior, 3
p
2 +
p
18 < 6 + 5 = 11 < 102:
\Si las expresiones decimales de 3
p
2 y
p
18 son iguales en sus dos pri-
meras cifras decimales, entonces representan el mismo numero irra-
cional."
En este sentido, la comprobacion:
p
18 = 4; 24 : : : 3
p
2 = 4; 24 : : :
es un ejercicio \responsable" de la actividad matematica y supone una accion de
control de las acciones.
Los dos procedimientos son en apariencia similares. Sin embargo, se debe distinguir
el acto de control de la mera induccion emprica.
La institucionalizacion del numero irracional debe ser, pues, posterior a este tipo de
practicas personales con expresiones numericas decimales del numero irracional, que lo
dotan de signicado.
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3.2.1. Signicados de los objetos matematicos y conictos semioticos
El objeto personal sirve al sujeto para planicar su practica matematica, y gracias
a el identica y relaciona situaciones en las que el mismo objeto ayuda a su resolucion.
De forma progresiva, los sistemas de practicas se comparten socialmente en el marco de
una institucion, ligadas a la resolucion de un cierto tipo de problemas.
Tanto los signicados personales como los institucionales se pueden organizar en
sendos esquemas inclusivos (Godino y Font, 1997). En el plano personal, el signicado
global contiene al declarado, que a su vez incluye los signicados logrado y nal. En
paralelo a este esquema, el signicado institucional de referencia contiene al pretendido,
que a su vez incluye el implementado.
Un proceso de evaluacion se puede describir como analisis de la adaptacion entre
los signicados personales e institucionales (Godino y Batanero, 1994), en base a una
serie de acciones (participacion, ense~nanza, acoplamiento, aprendizaje y apropiacion)
que ponen en relacion estos dos planos (gura 3.7).
Figura 3.7: Signicados personales e institucionales (Godino y Font, 1997).
Al igual que la actividad matematica, la comprension de un signicado es tambien
un proceso social. En esta lnea, las dicultades y los errores cometidos en los procesos
de resolucion se explican en terminos de conictos semioticos, es decir, las dicultades y
limitaciones de los aprendizajes y las ense~nanzas implementadas se explican en terminos
de disparidad o desajuste entre los signicados atribuidos a una misma expresion por
dos sujetos en interaccion comunicativa (Godino, 2002).
Los procesos adaptativos entre los signicados personales e institucionales han dado
origen clasicamente a la distincion de tres tipo de evaluacion (Wilhelmi, Belletich, Lasa
y Reina, 2013):
Inicial o de diagnostico.
De proceso o formativa.
Final o sumativa.
El objetivo de la evaluacion inicial consiste en la determinacion de los conocimientos
previos de los estudiantes, la aptitud, la actitud y los condicionantes externos de los
mismos. Ademas, se realiza el analisis de los instrumentos disponibles y se determinan
los conocimientos disciplinares y didacticos del docente para hacer evolucionar esos
conocimientos previos. Todo ello determina el marco general del acto educativo.
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En la evaluacion de proceso de analizan, junto con la adquisicion de los conocimien-
tos, los progresos de los estudiantes, las dicultades con las que han encontrado, los
errores recurrentes que se han cometido y sus orgenes. A su vez, se evaluan las deci-
siones pedagogicas y didacticas del docente, se mide la ecacia de sus intervenciones y
se analiza el empleo de los recursos temporales y materiales. En la evaluacion nal se
determinan los objetivos de aprendizaje que ha adquirido el estudiante.
\La evaluacion inicial y nal representan ambas el analisis de la adecua-
cion entre los signicados personal declarado e institucional evaluado. La
evaluacion inicial y nal se diferencian, ademas del momento en que se
realizan y el tipo de signicado personal que sirve de referencia (previo
al proceso de estudio o el resultado de este), en el uso que se hace del
analisis sobre la adecuacion de signicados personales e institucional. Por
un lado, la evaluacion inicial permite al sistema educativo, casi siempre
personalizado en el docente, valorar a priori la pertinencia del proceso de
estudio planicado o pretendido; por otro lado, la evaluacion nal es uti-
lizada para establecer un juicio de valor sobre los signicados personales
logrados y para valorar la ecacia del proceso de estudio implementado."
(Wilhelmi et al., 2013, 286)
Los procesos de acoplamiento entre signicados personales (declarados) e institu-
cionales (implementados) se analizan en la evaluacion formativa. Estos procesos son
complejos por naturaleza, y la institucion educativa debe dise~nar los mecanismos que
permitan ejercer una evaluacion coherente y justa del proceso de estudio. Los meca-
nismos de evaluacion tienen tambien como objetivo la clasicacion de los estudiantes,
es decir, la determinacion de la posicion relativa que cada estudiante ocupa dentro del
grupo, al nal del proceso de estudio. Para ello, se recurre a una escala de calicacion
cualitativa o cuantitativa, que determina el nivel de saber o competencia mostrado por
el estudiante. Ademas, la calicacion obtenida permite tambien prever si el estudiante
sera capaz de abordar con garantas los contenidos que siguen, y en ultima instancia,
valorar la conveniencia o no de promocionar al estudiante de a un curso superior u otro
nivel educativo.
Si el entramado de signicados personales e institucionales se simplica en exceso,
puede ocurrir que la evaluacion se interprete como una evaluacion meramente sumativa,
la cual no permite discriminar dos estudiantes con capacidades distintas, ni actuar sobre
los contenidos desarrollados.
Ejemplo 9 (Evaluacion sumativa) En un examen con n preguntas, cada pregunta
puntua 10=n de la calicacion obtenida.
Un estudiante contesta correctamente las primeras n=2 preguntas. Otro estudiante
contesta correctamente las n=2 siguientes. Ambos estudiantes obtienen la misma
calicacion a partir de preguntas distintas. Cada estudiante muestra unas habili-
dades y unos conocimientos diferentes, y el sistema de evaluacion no los permite
discriminar.
Ademas, este tipo de evaluacion es nalista, de forma que se valora el producto de
un proceso de estudio que ha terminado. No se contempla un plan de mejora para
el estudiante que no obtenga una calicacion satisfactoria.
Aitzol Lasa
3.2 Institucionalizacion del conocimiento 61
El criterio de calicacion en una evaluacion se debe atener a una norma curricular.
La evaluacion sumativa es comun en el sistema educativo, y lo son tambien los criterios
de ejecucion maxima.
\As, se tiene la ilusion de que las producciones de los estudiantes pueden
ser valoradas objetivamente, en terminos absolutos, y que la medida que
de ellas se realiza es un indicador no solo de la competencia matematica
del sujeto, sino tambien, y esta presuncion es grave, de su inteligencia."
(Wilhelmi et al., 2013, 286)
En denitiva, la evaluacion consiste en una valoracion de la adecuacion entre signi-
cados personales e institucionales. El criterio de evaluacion y la escala de calicaciones
deben emanar del currculo y se deben jar en funcion del signicado institucional de
referencia. Sin embargo, la ausencia de un marco de evaluacion externo en matematicas
(similar a la utilizada en la ense~nanza de las lenguas) diculta la puesta en marcha de
un protocolo de evaluacion que se ajuste a la norma. En ausencia de un marco externo,
el docente dise~na sus propias escalas de calicacion con riesgo de que estas se vean
inuenciadas por sus creencias.
Segun Wilhelmi et al. (2013) algunas de las disfunciones mas comunes en la evalua-
cion matematica seran:
El uso generalizado de criterios de ejecucion maxima. Se toma como punto de par-
tida una respuesta perfecta, y se sustrae puntuacion segun el numero de errores u
omisiones cometidos. Esta creencia del docente evita la aparicion de las calica-
ciones 10 (respuesta perfecta) y 0 (ausencia de respuesta).
El uso exclusivo de escalas cuantitativas. No se toman como referencia los com-
portamientos mostrados por el estudiante en funcion de una escala cualitativa
(suspenso, aprobado, bien, notable o sobresaliente). En particular, una leve modi-
cacion de la calicacion cuantitativa puede modicar la posicion de un estudiante
dentro de las categoras cualitativas.
Estas conclusiones se obtienen en una experimentacion realizada por docentes en
formacion, y evidencian la inuencia que tienen las creencias del docente en relacion a
la practica matematica. Por ello, se debe potenciar en la formacion de nuevos profesores
de matematicas una discusion sobre la pertinencia y el uso de distintos criterios de
evaluacion y calicacion, dado que estos son especialmente sensibles a las creencias que
el docente tiene sobre el \quehacer matematicos".
3.2.2. Percepcion social de la practica matematica
Los docentes deberan evaluar a sus estudiantes en base a normas que emanan del
currculo, en lugar de emplear criterios de ejecucion maxima. El empleo del segundo
criterio de evaluacion, en detrimento del primero, se puede explicar en terminos de la
percepcion social que se tiene de la matematica como disciplina escolar.
Cuando la practica matematica se evalua en funcion de un criterio de ejecucion
maxima, se genera una primera percepcion social de la misma, restringida al contexto
escolar. As, se considera que un estudiante es bueno en matematicas si cumple los
siguientes requisitos:
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Realiza sin equivocaciones largas secuencias de calculos.
Aplica de forma ecaz los procedimientos, las heursticas, las formulas y los resul-
tados matematicos expuestos en clase.
Esta percepcion social de la practica matematica tiene como consecuencia la emer-
gencia puntual en el mercado de franquicias educativas que explotan estos dos aspectos.
Por ejemplo, el abaco es un material fsico estructurado que permite al estudiante
realizar multiples tareas aritmeticas. Su uso es, por ello, recomendable en Educacion
Primaria y en primer ciclo de Educacion Secundaria Obligatoria. En particular, el uso
del abaco facilita la ejecucion de calculos aritmeticos y contribuye a la transcripcion de
informacion entre soportes. Todo ello ayuda a construir un signicado de las practicas
aritmeticas elementales.
Sin embargo, ciertas franquicias educativas (tales como Aloha Mental Arithmetic2
(AMA)) se apropian del instrumento y obtienen con ello rentabilidad economica, sacan-
do provecho de la percepcion social de las matematicas. Para ello, utilizan la siguiente
hipotesis no contrastada: \si estudiante realiza rapidamente complejos calculos aritmeti-
cos, mejora su rendimiento academico". En la franquicia AMA, los estudiantes ejecutan
calculos a partir de procedimientos algortmicos mecanizados y fuera de todo contexto
real de aplicacion.
El metodo no presenta un Marco teorico ni una experimentacion que avale su proce-
der: en todo caso, este proceder no tiene cabida en el Marco teorico de este trabajo. Los
argumentos que intentan justicar el metodo se apoyan en vagos \estudios cientcos":
se sobrentiende que neurologicos, aunque no se expresa tal extremo, ni se explicita uno
solo de ellos (gura 3.8). La referencia a estos genericos \estudios cientcos" es cuando
menos tendenciosa. La armacion \entrenar la mente en este perodo [los primeros ci-
clos de la vida] asegura el desarrollo de capacidades que seran fundamentales en la etapa
adulta" no guarda, a priori, relacion alguna con el metodo de la franquicia AMA.
\Estudios cientcos han demostrado que el cerebro no es estatico y que
las capacidades intelectuales no estan jadas al nacer. Los investigadores
han encontrado evidencias de que las experiencias vividas durante los
primeros a~nos de vida tienen un efecto directo sobre la capacidad de
aprendizaje que el ni~no mostrara en el futuro.
La infancia y la adolescencia son las etapas de mayor plasticidad ce-
rebral, es decir, el momento en el que se produce un mayor desarrollo
mental y se denen las habilidades de cada persona. Esto es debido a
que durante los primeros ciclos de vida se establecen un gran numero de
conexiones neuronales (sinapsis), fenomeno esencial para el estmulo de
la inteligencia. Las conexiones que no se estimulen durante esta etapa,
moriran para siempre.
Por este motivo, entrenar la mente en este perodo asegura el desarrollo
de capacidades que seran fundamentales en la etapa adulta"
Figura 3.8: Percepcion social de las matematicas: franquicias (www.alohaspain.com).
Un segundo modelo de percepcion social algo mas elaborado, a~nade a las dos dimen-
siones anteriores la practica del matematico profesional. La percepcion social atribuye
2Informacion disponible en: http://www.alohaspain.com/
Aitzol Lasa
3.2 Institucionalizacion del conocimiento 63
al matematico la tarea de encontrar un procedimiento deductivo (demostracion) que co-
necte una estructura matematica previa (denicion) con la respuesta a una pregunta que
puede ser representada en forma de proposicion matematica (teorema). Este modelo de la
practica matematica, que se denota con el nombre de denicion-teorema-demostracion,
no acaba de explicar el origen de las preguntas planteadas (Thurston, 2004).
La practica matematica es mas mucho mas compleja que este modelo de la percepcion
social. Incluye aspectos sociologicos y psicologicos, y por eso, los matematicos tienen a
bien verse a s mismos como aquellos profesionales que construyen mejores formas de
pensar.
El lenguaje forma parte esencial de la practica matematica. Cada matematico es
especialista en un area de conocimiento determinado dentro de las matematicas, y los
textos matematicos deben contener las debidas explicaciones verbales, representaciones
gracas y expresiones simbolicas, ademas de ejemplos, resumenes y puestas en comun,
para que el matematico pueda seguir un argumento determinado o lo pueda, en caso,
vericar.
En el campo de la geometra, la vision, el sentido espacial y el sentido cinetico son
aptitudes que pueden ayudar al matematico a encontrar la respuesta de una cuestion,
no abordable a partir de la simple codicacion verbal o simbolica.
La logica y la deduccion son, por regla general, procedimientos a porteriori, estrate-
gias con las que se construyen argumentaciones una vez que la intuicion, la asociacion o
la metafora han abierto una va de resolucion a un problema determinado.
Un objeto matematico determinado genera un estmulo particular y el matematico
responde en consecuencia, gestionando el tiempo destinado a cada proceso. En este
sentido, el software permite avanzar en tareas que de otra forma seran lentas y tediosas.
\En algunos periodos de mi carrera, he pasado un buen espacio de tiempo
explorando preguntas con el ordenador [. . . ] Los estandares de correccion
y completitud necesarios para que un programa de ordenador funcione en
primera instancia, son varios ordenes de magnitud superior a los estanda-
res que la comunidad matematica tiene para considerar valida una de-
mostracion matematica. Sin embargo, un enorme programa informatico,
incluso cuando este ha sido escrito y testado cuidadosamente, siempre
parece tener errores." (Thurston, 2004, 169)
En resumen, la evaluacion se debe realizar en razon a la norma que emana del
currculo. A su vez, la norma debe contemplar las practicas operativas y discursivas
que denen la \practica matematica" o el \hacer matematico", que debera servir al
proposito de proyectar una percepcion social ajustada a la realidad. En caso contrario,
y parafraseando a Beveridge y Turnbull (1989), la ense~nanza de las matematicas puede
correr la misma suerte que la ense~nanza de las lenguas clasicas en las etapas educativas
media y superior. Es decir, la ense~nanza de las matematicas podra dejar de ser un medio
para transmitir conocimiento de tipo cientco y losoco. En su lugar, las matematicas
podran acabar teniendo validez, unicamente, como un medio para entrenar la memoria
y como un metodo para inculcar en el estudiante habitos de estudio saludables. Es decir,
bajo este punto de vista, trabajar las matematicas sera benecioso porque (1) ayuda
al estudiante a mantener la atencion, (2) permite al estudiante realizar procedimientos
ordenados y (3) se inculca en el estudiante el valor de ser perseverante en la ejecucion
de una tarea.
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3.3. Construccion del signicado personal
En las fases de accion y formulacion, el estudiante utiliza funcionalmente signos va-
riados, que pueden ser, entre otros, expresiones, smbolos, gracos o diagramas. El uso
funcional de los signos en un contexto social los dota de signicado, y la construccion del
signicado personal es congruente con el signicado cultural, es decir, el signicado ins-
titucionalmente reconocido como tal (Berger, 2004). En efecto, la genesis del signicado
personal ha de ser coherente con el signicado cultural de referencia, y precisamente, en
la seccion 3.2.1 se ha tratado la evaluacion como el analisis de la adecuacion entre los
signicados personales e institucionales.
\El termino signicado personal se reere al estado en el que el estu-
diante cree/siente/piensa (tacita o explicitamente), que ha entendido el
signicado cultural de un objeto." (Contreras, 2005, 45)
Cada objeto matematico se puede representar de multiples formas. As, \el signo
llega a transformarse en pensamiento cuando tiende a desvanecerse haciendose total-
mente transparente a las relaciones de determinacion y representacion mediadas por el"
(Contreras, 2005, 48). El sujeto hace uso de la simbologa incluso antes de compren-
der totalmente el signicado del signo. Cuando el sujeto aprende a distinguir el objeto
independientemente de la representacion que este tenga, se dice que lo comprende.
En la actividad matematica, el sujeto establece una relacion de dependencia entre
antecedentes y consecuentes. La correspondencia se establece siguiendo un cierto criterio
o codigo, que actua a modo de regla, habito o convenio. La relacion es de tipo represen-
tacional cuando un objeto se pone en lugar de otro, instrumental si un objeto hace uso
de otro, o cooperativo si dos o mas objetos forman un sistema del que emergen nuevos
objetos matematicos. La manipulacion y la comunicacion de los signos y de las repre-
sentaciones ponen en relacion estos antecedentes y consecuentes a partir de la funcion
semiotica (Godino y Batanero, 1994).
En este contexto, se considera clave para el aprendizaje la habilidad para traducir
informacion de una representacion semiotica a otra, por ejemplo, la identicacion de
objetos numericos en el enunciado de un problema aritmetico, o la traduccion simbolica
de una expresion verbal. De hecho, el origen de algunas dicultades de aprendizaje se
podra encontrar en la incapacidad de realizar este tipo de transferencias. Segun Duval
(2000, 67), \por medio de la conversion, vamos hacia el nucleo del aprendizaje de los
problemas matematicos."
La conversion que cita Duval se reere a la representacion de un mismo objeto sobre
distintos sistemas de representacion. Por el contrario, cuando la manipulacion de un
objeto se realiza dentro de un mismo sistema de representacion, se emplea el termino
tratamiento. La nocion de funcion semiotica y los terminos conversion y tratamiento
modelizan de forma efectiva el uso de modelos dinamicos y practicas de resolucion de
problemas.
\El problema esta realmente en determinar si las representaciones intro-
ducidas facilitan la realizacion de la practica que interesa que forme parte
del signicado global del alumno o no, en saber si aumentan o disminuyen
la complejidad semiotica y tambien en saber si producen o no conictos
semioticos innecesarios." (Font, Godino y DAmore, 2007, 16)
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El instrumento GeoGebra ofrece un entorno que facilita el tratamiento de nociones
matematicas. As, las distintas ventanas (algebraica, de calculo simbolico, graca, etc.)
permiten llevar adelante tareas dentro de un mismo sistema de representacion.
Los objetos geometricos, algebraicos, funcionales o de otro tipo, creados con GeoGe-
bra se organizan en un sistema de dependencia o cronologa. Cada objeto nuevo requiere
de otros objetos previos que sirven de entrada. El unico objeto geometrico que no requie-
re un elemento previo para ser denido es el punto, y esta cualidad dota el sistema de
representacion de una buena analoga con la construccion axiomatica de las deniciones
geometricas clasicas.
Ejemplo 10 (Cronologa de una construccion) Construye un pentagono irregular.
El tratamiento de las nociones geometricas se realiza, principalmente, sobre la
vista graca. Se requieren (a lo sumo) dos herramientas para la construccion del
polgono: punto y polgono.
La herramienta punto permite representar cinco puntos en el plano. Por defecto,
GeoGebra asigna a los puntos letras mayusculas en orden alfabetico. Estos puntos
son los objetos de entrada para las herramientas segmento y polgono. As, las
expresiones de los puntos y el uso de la herramienta dota de signicado al contenido
polgono.
La herramienta polgono no acepta como entrada los segmentos entre puntos. Sin
embargo, para poder cerrar el polgono, se debe pulsar sobre los puntos creados en
pantalla, de uno en uno. Toda vez que se pulsa consecutivamente sobre dos puntos,
se crea por defecto el segmento que une estos puntos.
La propia herramienta polgono crea puntos nuevos cuando se pulsa sobre espacios
\blancos" en la ventana algebraica. Como alternativa, un usuario avanzado puede
utilizar la barra de entrada del software para crear, de una vez, todo el polgono
(teclea Polgono[A,B,C,D,E]). En la gura 3.9, se observa en la vista graca la
secuencia cronologica de los objetos creados.
El uso de multiples pantallas puede facilitar algunas practicas. Por ejemplo, la reso-
lucion de problemas de calculo exige la utilizacion de un amplio repertorio semiotico, y
la representacion multiple de un mismo objeto facilita la construccion del contenido.
Ejemplo 11 (Multiples representaciones en pantalla) Halla las races de la fun-
cion f(x) = x4 + 2x3   x y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Se emplean cuatro ventanas simultaneas (barra de entrada, ventana algebraica,
ventana de calculo simbolico y vista graca) y la informacion se puede transferir
de una a otra (gura 3.10).
La ecuacion de la funcion se introduce en la barra de entrada, y las representaciones
algebraica y graca de la funcion aparecen en las vistas correspondientes.
En la ventana de calculo simbolico se realizan las operaciones con la funcion:
calculo de races, derivada, etc. A su vez, todos los objetos creados a partir de
estos calculos tienen su representacion en las vistas algebraica y graca.
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Figura 3.9: Cronologa de construccion: pentagono irregular.
Figura 3.10: Representacion multiple: races e intervalos de crecimiento.
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La ventana CAS de calculo simbolico facilita al estudiante la comprobacion de calcu-
los algebraicos. En estos calculos, se manipulan objetos generales a la vez que se particu-
larizan algunos valores de las variables. Lo mismo ocurre en las practicas de demostracion
de propiedades generales. As, la dualidad expresion/contenido se articula en este tipo
de practicas con la dualidad extensivo/intensivo. En la seccion 3.4 se profunciza en es-
ta dualidad y en los niveles de algebrizacion de practica matematica. El ejemplo 12
ejemplica este uso.
Ejemplo 12 (Practicas de resolucion) Sea n 2 N impar mayor que 1. Entonces,
n2  8 da resto 1.
Con la funcion semiotica se particulariza la expresion general \sea n impar", para
obtener impares particulares: 1, 3, 5, etc.
La expresion de los casos particulares permite el estudio de ejemplos (las opera-
ciones 32  8, 52  8, etc., dan resto 1), y se genera un contenido nuevo: ausencia
de contraejemplos; la proposicion es probablemente verdadera.
El proceso inductivo se debe reformular en terminos de una argumentacion deduc-
tiva. La expresion de los ejemplos particulares se codica en un contenido intensivo:
n = 2k + 1, (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1.
Se vuelve a particularizar el argumento sobre el obejto intensivo. La expresion
4k2+4k el multiplo de 4, y ademas, k2+ k es un numero par (puesto que k2 tiene
la misma paridad que k). Se deduce de ello que 4k2 + 4k es multiplo de 8, siendo
el termino \+1" el signo que representa al resto.
3.4. Uso de intensivos y niveles de algebrizacion
Dentro del EOS, la dualidad ejemplar-tipo modeliza el uso de elementos genericos en
la actividad matematica (Contreras y cols., 2005). En todo proceso de estudio, el objeto
matematico puede jugar un papel extensivo, es decir, aparece como ejemplar u objeto
particular, o bien puede aparecer como intesivo o representante de una clase de objetos.
En este sentido, el uso del modelo dinamico no solo permite analizar un gran numero
de casos particulares (fase de validacion: busqueda de contraejemplos y argumentacion
inductiva, tabla 3.1). Permite, ademas, centrar la actividad en propiedades generales de
los objetos matematicos que participan en la situacion (Lasa y Wilhelmi, 2013; Lasa,
Saenz de Cabezon y Wilhemi, 2009).
La instrumentacion del soporte material utilizado es, pues, una de las practicas
operativas que determinan la actividad matematica escolar. Ademas, toda actividad
matematica requiere de la utilizacion del numero y de representaciones algebraicas en
sus distintos niveles. Dentro del EOS, existe una clasicacion de los niveles en el uso del
algebra, y esta clasicacion permite \calibrar" el uso de extensivos e intensivos algebrai-
cos en la actividad matematica (Godino, Castro, Ake y Wilhelmi, 2012; Godino, Ake,
Gozato y Wilhelmi, 2014; Godino, Neto, Wilhelmi, Ake, Etchegaray y Lasa, 2015). As,
el nivel 0 de algebrizacion se identica con la ausencia de algebra y con la utilizacion
del numero en tareas exclusivamente aritmeticas. El nivel 3 de algebrizacion o de con-
solidacion del algebra, supone la generacion de objetos intensivos con los que se opera a
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traves de transformaciones simbolicas. Existen otros niveles de en los que la utilizacion
del algebra es incipiente (nivel 1, se emplean intensivos en tareas estructurales) o inter-
media (nivel 2, aparecen variables pero no se opera con ellas). La gura 3.11 muestra
la estructura de los niveles protoalgebraicos, relativos a los primeros niveles en edades
tempranas.
Figura 3.11: Niveles protoalgebraicos (Godino, Ake, Gonzato y Wilhelmi, 2014, 17).
El soporte material utilizado inuye en el tipo de intensivo algebraico que se emplea
en la actividad matematicas. En la etapa de EP, la actividad se centra, sobre todo, en
el soporte \lapiz y papel", y en este soporte, se utilizan mayormente objetos numericos
y geometricos extensivos. El umbral de maestra aritmetico del ni~no parte, en un primer
momento, del nivel 0 de algebrizacion. Los ni~nos emplean, en todo caso, el lenguaje
natural o codicaciones personales y no estandarizadas para representar intensivos en
razonamientos de tipo prealgebraico. En estas condiciones, se emplea el conteo y se
aplican operaciones elementales sobre expresiones numericas. En este contexto, Lasa y
Wilhelmi (2014)3 presentan una experiencia en la que se observa que la integracion de
los soportes \papel" y \software de geometra dinamica" permite a los ni~nos avanzar
en los distintos niveles de algebrizacion. Con la integracion de un modelo dinamico, la
actividad matematica permite a los ni~nos progresar en los niveles de algebrizacion desde
una edad temprana (niveles protoalgebraicos 1 y 2).
Las actividades de conteo evolucionan, en la Educacion Secundaria, hacia la combi-
natoria. En este contexto, la dualidad extensivo/intensivo explica la evolucion de estos
procesos de conteo: desde recuentos particulares, normalmente poco numerosos; hasta
la identicacion de reglas de formacion de familias de casos, que involucran procesos
de particularizacion (concrecion de la regla en un caso particular) y de generalizacion
(identicacion del patron comun de varios recuentos concretos).
La determinacion del nivel de algebrizacion que los estudiantes de ESO muestran en
sus producciones escritas, ha demostrado tener tambien caracter predictivo a la hora de
determinar las estrategias de resolucion que estos mismos estudiantes ponen en funcio-
3La experiencia completa se puede consultar en el anexo A
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namiento (Lasa y Wilhelmi, 2015b). As, participantes en la Olimpiada de Matematicas
de 2o ESO que tienen exito en la resolucion de tareas de recuento combinatorio, mues-
tran un dominio claro del campo numerico racional y del algebra (demuestran un nivel
3 de algebrizacion en el resto de problemas de la Olimpiada). Sin embargo, en el pro-
blema combinatorio tratado, emplean estrategias aritmeticas y de conteo de todos los
casos, junto con representaciones analogicas y en ausencia de codicaciones complejas.
Es decir, los participantes que dominan el algebra son asimismo conscientes de las li-
mitaciones de su uso. El costo de la vieja tecnica (aritmetica) es inferior al de la nueva
(algebraica), en relacion a la complejidad de la tarea (gura 3.12).
Figura 3.12: Progresion regular de la ense~nanza sin saltos informacionales (Brousseau,
2007, 43).
En este mismo contexto, los participantes que utilizan un lenguaje ordinario y de-
muestran un nivel inferior de uso del algebra (nivel 1 de algebrizacion en este problema
de combinatoria) emplean, de forma erronea, estrategias implcitas de conteo que no
han posibilitado la obtencion de una respuesta correcta. Este conjunto de participantes
trata de resolver el problema con una tecnica no consolidada. A pesar de no tener un
dominio claro del algebra, intentan calcular el numero de casos favorables a partir de
intensivos (operaciones, reglas y argumentos).
Tampoco dan buenos resultados ni el uso de tablas, ni una interpretacion global e
intuitiva del problema (estos participantes no dividen el problema principal en problemas
mas peque~nos). En contraposicion al campo numerico racional, que aparece ligado a las
variables que miden la tasa de exito, el campo numerico natural guarda relacion con
esta comprension intuitiva y simplista del problema.
De esta forma, el estudio sugiere que en la ense~nanza del algebra se debe atender a:
El analisis de su campo de uso.
La valoracion de la ecacia y coste de sus tecnicas asociadas.
La adquisicion de estrategias de control, en muchos casos basadas en metodos
aritmeticos.
La articulacion de los distintos campos numericos.
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Tal como se ha visto en el ejemplo 11, el software GeoGebra dispone de herramientas
de calculo simbolico que permiten progresar la actividad matematica hasta el nivel 3
de consolidacion del algebra. Gimenez (2015) propone situaciones de aprendizaje para
estudiantes de Bachillerato en los que las ventanas algebraica y de calculo simbolico
tienen un papel relevante en la actividad matematica.
3.5. El soporte material: representaciones ostensivas
En la seccion 3.3 se han tratado las representaciones de los objetos matematicos y
la importancia que tienen estas en la construccion del signicado personal. Los signi-
cados personales e institucionales, junto con la clasicacion de las representaciones en
ostensivas (materiales) y no ostensivas (ideales), clarican la distincion clasica ente re-
presentaciones internas y externas. La representacion del elemento generico es tambien
una cuestion clave en relacion a la dualidad intensivo/extensivo (seccion 3.4).
A pesar de que los objetos matematicos no son perceptibles u ostensibles, todos ellos
tienen una representacion graca, simbolica o de notacion, que permite su manipulacion
ostensible y publica. Ademas, todo objeto ostensivo, es susceptible de ser pensado e
imaginado por un sujeto o estar implcito dentro del discurso matematico, siendo por
lo tanto tambien no ostensivo. La materializacion de los objetos matematicos emplea-
dos sobre una variedad de instrumentos (fsicos, lapiz y papel, software de geometra
dinamico) aparece en contraposicion a los objetos matematicos ideales que se quiere
sean adquiridos por los alumnos (dualidad ostensivo/no ostensivo).
El desarrollo de las estrategias de recuento, previas al algebra combinatoria, y su evo-
lucion en formulas sinteticas de recuento de casos, ejemplica la dualidad ostensivo/no
ostensivo. En las primeras etapas, y bien entrado en la educacion secundaria obligatoria,
los estudiantes cuentas todos los objetos fsicos de una coleccion o sus representaciones
gracas en dos dimensiones, en las tareas de recuento. Es decir, se materializan exhaus-
tivamente todos los casos. Mas adelante, se pasa al recuento de situaciones sin el conteo
constructivo de todos los casos. En Lasa y Wilhelmi (2015b), se analizan las distintas
representaciones ostensivas de estudiantes de 2 ESO, y su relacion con las estrategias
de conteo aplicadas por los estudiantes y los niveles de algebrizacion mostrados en la
realizacion. En los ejemplos de resolucion se observa como el uso de esquemas, metaforas
o agrupaciones permite este proceso de idealizacion (gura 3.13).
Asimismo, en las primeras etapas, la manipulacion de objetos fsicos caracteriza la
actividad matematica en el aula. En estas etapas, la representacion estandarizada de ob-
jetos tridimensionales en soportes de dos dimensiones es problematica (representaciones
en papel de guras en tres dimensiones, planos y vistas, etc). El soporte \software de
geometra dinamico" aporta a estas representaciones el elemento dinamico: el arrastre
de un objeto libre o semilibre en un modelo dinamico es una accion matematica en la
etapa de EI y los primeros cursos de EP, que permite al estudiante la toma de una
decision y su consecuente feedback del medio didactico (Or, 2013, 2015). Lasa y Wilhel-
mi (2015c) ejemplican este extremo con una serie de construcciones geometricas que
permiten avanzar en la denicion de objetos geometricos en el plano, a partir de punto
moviles (gura 3.14).
Este ejemplo muestra el potencial del instrumento GeoGebra en la representacion
de objetos matematicos y la tension que ejerce el soporte dinamico sobre los objetos
matematicos representados en las distintas dualidades: la distincion entre construccio-
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a) Representacion
de todos los casos.
b) Codicacion en
funcion de una re-
gla o patron.
Figura 3.13: Desarrollo de representaciones en tareas de conteo (Lasa y Wilhelmi, 2015b)
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Figura 3.14: Representaciones de objetos geometricos por puntos dinamicos (Lasa y
Wilhelmi, 2015c)
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nes estaticas (de regla y compas) y modelos dinamicos (construcciones que cumplen las
restricciones de un enunciado) permite avanzar en la idealizacion de los objetos ma-
tematicos. En efecto, en las construcciones estaticas, tanto si estas se realizan sobre
papel (con regla y compas o a mano alzada) como si se representan en una pizarra or-
dinaria, se enfatiza la representacion ostensiva del objeto matematico. No obstante, el
modelo dinamico permite avanzar en la idealizacion del objeto, puesto que permite la
representacion de toda una clase o familia de objetos. Esta idealizacion se da en estrecha
relacion con el uso de intensivos (algebraicos o de otro tipo) y permite un acercamiento
a la formulacion abstracta de objetos.
3.6. Sistemas de objetos unitarios
Dentro de las practicas operativas y discursivas, un mismo objeto matematico apa-
rece, por un lado, como entidad unitaria previamente conocida y estudiada de forma
aislada, y por otro lado, dentro de un sistema complejo que requiere de un estudio y su
clasicacion. En el EOS, esta dualidad del objeto matematico toma el nombre de unita-
rio/sistemico. As, por ejemplo, la media, la mediana y la moda son entidades unitarias,
que a su vez forman parte del sistema \medidas de centralizacion" (Godino, 2002).
Por ejemplo, las deniciones tienen un signicado concreto y sirven para nombrar
una nocion determinada. Sin embargo, varias nociones se pueden organizar en sistemas
complejos que complementan sus signicados y dan como resultado otras deniciones.
Junto con las deniciones, tambien las proposiciones forman, en la estructura cristaliza-
da del saber matematico, una piramide de conocimientos en los que cada teorema tiene
valor en s mismo, pero forma parte, a su vez, de eslabon o pieza para demostrar resul-
tados mas complejos. Tambien las situaciones son susceptibles de ser pensadas desde el
punto de vista de la dualidad unitario/sistemico. La propia heurstica de resolucion de
problemas contempla, como estrategia basica en la resolucion de un problema complejo,
la identicacion y la resolucion de las subsituaciones o los subproblemas que forman el
problema original.
En este ultimo contexto, el software dinamico forma parte del medio material con el
que se resuelve el problema, o se utiliza como herramienta de exploracion para demostrar
una propiedad. Una construccion dinamica que modeliza un problema matematico, o las
distintas ventanas del software (algebraica, vista graca, CAS, etc.) permiten explorar
una estructura sistemica de objetos matematicos separando cada una de ellas de forma
unitaria. En los problemas en los que se requiere la articulacion de una serie de pro-
cedimientos (sistemico), el software facilita el analisis individualizado de cada proceso
(unitario). Por ejemplo, los objetos (procesos) unitarios \resolucion de una ecuacion de
segundo grado" y \resolucion de un sistema lineal de ecuaciones", permiten articular el
sistema (proceso sistemico complejo, formado por un conjunto de subprocesos unitarios
simples) \resolucion de un sistema e ecuaciones no lineal". El modelo dinamico es, pues,
un instrumento que permite la exploracion de una tarea compleja, a partir de procesos
simples (Lasa y Wilhelmi, 2015c).
Una vez se han expuesto los procesos duales, en la seccion 3.7 se procede a la des-
cripcion detallada de la ontologa del EOS. Esta descripcion se realiza en funcion de
objetos matematicos primarios, es decir, los elementos lingusticos, las situaciones, las
deniciones, las proposiciones, los procedimientos y los argumentos.
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3.7. Objetos matematicos primarios
Los diversos objetos que participan en la actividad matematica son susceptibles de
ser catalogados en base a distintos criterios. El EOS (Godino, Batanero y Font, 2007)
propone seis categoras para clasicar las entidades matematicas, teniendo en cuenta las
funciones que desempe~nan dentro de la labor matematica (gura 3.15):
Elementos linguisticos. Forman esta categora los terminos, expresiones, notacio-
nes y gracos, entre otros elementos, que participan en la redaccion de textos
matematicos, junto con otros registros como el oral y el gestual. En particular,
toman especial relevancia el lenguaje verbal, graco y simbolico.
Situaciones - problemas. Son las tareas que motivan la actividad matematica, como
por ejemplo, los ejercicios, problemas abiertos o cerrados, y las aplicaciones de las
matematicas tanto en contextos intramatematicos como extramatematicos, entre
otros.
Conceptos - denicion. Entidades que requieren de una denicion, tales como
numero, punto, recta, media, funcion, etc.
Proposiciones. Enunciados proposicionales sobre conceptos que requieren de una
justicacion y que dan atributos a los objetos.
Procedimientos. Un procedimiento esta formado por la secuencia de acciones que
realiza el sujeto ante una tarea matematica. Estas acciones pueden ser tecnicas de
calculo, algoritmos u operaciones.
Argumentos. Argumentaciones que se usan para validar y explicar las proposicio-
nes. Pueden ser deductivas o de otro tipo.
Figura 3.15: Objetos matematicos primarios (Godino, Batanero y Font, 2007).
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La utilizacion de software de geometra dinamica introduce en el sistema didactico
una terminologa especca. Esta terminologa, por un lado, explica el propio funcio-
namiento del software, y por otro lado, es necesaria para describir y argumentar los
procedimientos y los resultados obtenidos con el mismo. Por ejemplo, el termino modelo
dinamico se emplea en contraposicion a una construccion estatica, realizada normal-
mente con regla y compas, y mas propia del soporte \lapiz y papel". Cada uno de estos
terminos describe una categora de situaciones problematicas, que requieren distintos
procedimientos y argumentos en su tratamiento.
A su vez, la barra de herramientas del software clasica varios instrumentos dentro de
cada familia de objetos, en funcion de su aplicacion concreta. Por ejemplo, existen varias
herramientas para la creacion del objeto matematico punto, en funcion de su utilidad,
es decir: hay puntos libres (puntos nuevos), puntos parcialmente libres (asignados a un
segmento, una funcion o una region del plano) y puntos dependientes (punto medio
de un segmento; interseccion de dos objetos). El usuario se debe familiarizar con estos
elementos lingusticos para realizar una instrumentacion ecaz del software.
En la seccion 2.2 se han clasicado los momentos de utilizacion del software dinamico.
Los momentos exploracion, ilustracion y demostracion clasican a su vez las situaciones
y los problemas que motivan el empleo del software.. En el anexo A se ejemplica una
situacion en la cual se emplea el modelo dinamico en un momento de exploracion, una vez
que la actividad aritmetica y algebraica supera el nivel de maestra de los estudiantes.
Se ha justicado en la seccion 2.2.5 la conveniencia de integrar distintos soportes en el
dise~no de estas situaciones.
Una vez institucionalizado el conocimiento matematico, este se sintetiza en una es-
tructura deductiva, en la que toda nueva denicion se basa en deniciones previas o
resultados anteriormente demostrados. En la seccion 3.3 se ha justicado que GeoGebra
ofrece un entorno que facilita el tratamiento de nociones matematicas, respetando esta
construccion cronologica (ejemplo 10).
Cuando el usuario coloca el cursor sobre el icono de una herramienta determinada,
emerge una ventana en la que se dene la herramienta en terminos de su uso. Es decir, se
indica que elementos previamente denidos se necesitan para construir el nuevo objeto.
En este sentido, los objetos matematicos y sus deniciones se construyen en GeoGebra
de forma pragmatica.
Un procedimiento caracterstico de la practica matematica sobre un modelo dinami-
co, es el arrastre. Es decir, la construccion geometrica o funcional se dise~na de forma
que cumple unas restricciones, asociadas al enunciado del problema. El usuario arrastra
los objetos libres y parcialmente libres, para estudiar los grados de libertad del modelo
dinamico. En el momento de exploracion, la tecnica del arrastre pone en relacion los
conceptos que participan en la situacion, y asiste la articulacion de argumentos que
justican la proposicion.
En el caso de la creacion de un modelo o de un modelo de investigacion simulada
(seccion 1.2), el estudiante pone ademas en funcionamiento procedimientos instrumen-
tales para dise~nar por s mismo el modelo (seccion 2.1.1).
En los momentos de exploracion e ilustracion, los argumentos utilizados son, en ge-
neral, inductivos. La manipulacion del modelo dinamico clarica la ausencia de contra-
ejemplos, y la posibilidad de estudiar muchos casos particulares en un espacio de tiempo
razonable permite la articulacion de demostraciones inductivas. El modelo demostrativo
se dise~na con el objetivo de conseguir una argumentacion deductiva.
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Los elementos lingusticos, las situaciones, los conceptos, las proposiciones, los pro-
cedimientos y los argumentos son los constituyentes primarios de otras organizaciones
mas complejas, como por ejemplo, los sistemas conceptuales o las teoras.
3.8. Analisis didactico
Se denomina conguracion didactica a la constituida por las interacciones entre alum-
nos y profesor, en relacion a un objeto matematico y usando unos recursos materiales. En
este sentido, el EOS modeliza la ense~nanza y el aprendizaje de un contenido matemati-
co como un proceso multidimensional compuesto por seis subprocesos o dimensiones
interconectadas, que, a su vez, estan inuenciados por unas normas sociales (Godino,
Contreras y Font, 2006).
Los signicados institucionales y personales componen respectivamente las dimen-
siones epistemica y cognitiva. Las normas epistemicas determinan las conguraciones
epistemicas y las actividades que estas posibilitan, y las normas cognitivas permiten
conseguir que los sujetos aprendan. Ademas, la interaccion entre profesor y estudiante
dene la dimension interaccional , y el empleo de recursos y materiales el mediacional .
Las normas interactivas regulan los modos de interaccion entre los intervinientes y las
normas mediacionales forman un sistema de reglas relativas al uso de medios tecnicos y
temporales. Por ultimo, los sentimientos afectivos forman la dimension emocional , y las
relaciones con el entorno social, poltico y economico, entre otros, la dimension ecologica.
Entre las normas afectivas estan la motivacion a traves de situaciones matematicas ricas
y dentro del campo de interes de los estudiantes, adaptadas para que el estudiante acep-
te la responsabilidad de resolverlas, junto con factores condicionantes como la sociedad,
la familia o la administracion. Las normas ecologicas tienes como objetivo conseguir
educar a los estudiantes y comprometerlos con la comunidad y con su futuro ejercicio
profesional.
Estas herramientas permiten un analisis didactico de los procesos de estudio, en sus
distintos marcos de implementacion: sesion de clase, unidad didactica, desarrollo de un
curso o propuesta curricular (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006).
Godino, Font, Wilhelmi y Castro (2009) denen cinco niveles de analisis didactico.
1. La ontologa propuesta en el Marco teorico propone un analisis de la actividad
matematica a partir del analisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas.
2. Para explicar conictos semioticos potenciales en el proceso de instruccion y para
describir la complejidad ontosemiotica de las practicas matematicas, se elaboran
conguraciones de objetos y procesos matematicos.
3. A partir de las seis dimensiones de instruccion descritas con anterioridad, se ob-
tienen otras seis trayectorias, a partir de cuyos estados se denen conguraciones
y trayectorias didacticas.
4. Para valorar la pertinencia de las intervenciones de los profesores y estudiantes, y
sugerir cambios en las normas buscando optimizar el aprendizaje, se identica el
sistema de normas que rigen los fenomenos sociales.
5. Por ultimo, se valora la idoneidad didactica del proceso de estudio, otra vez a partir
de las seis dimensiones que conforman los signicados. En este sentido, la idonei-
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dad didactica se puede denir como el nivel de adaptacion entre los signicados
personales logrados y los signicados institucionales pretendidos.
Para poder valorar la idoneidad didactica de un proceso de estudio, se requieren
indicadores que permitan hacer de puente entre la teora didactica y la implementacion
efectiva de los procesos de ense~nanza en el aula. Godino (2011) propone, en este sentido,
una serie de indicadores en el marco del EOS, pero que no se ci~nen a una unica teora, si
no que pertenecen al campo de la Didactica General o se toman de varias areas especcas
de la didactica. En particular, el autor cita en numerosas ocasiones el documento de los
Principios y Estandares para la ense~nanza de las matematicas (NCTM, 1991). Estos
indicadores se resumen en las tablas 3.2 y 3.3.
La nocion de idoneidad didactica se articula en relacion a las dimensiones epistemi-
ca, cognitiva, interaccional , mediacional , afectiva y ecologica (Godino, Batanero y Font,
2007). Un proceso de estudio debe asegurar la proximidad de los signicados personales
logrados a los signicados implementados o pretendidos, es decir, debe garantizar que
estos esten en la zona de desarrollo potencial del estudiante, y sean representativos,
tomando como referencia un signicado de referencia. El proceso de estudio debe ase-
gurar, ademas, la identicacion a priori de conictos semioticos potenciales y los debe
resolver durante el proceso de instruccion, con la implicacion emocional del estudiante
en el proceso de estudio. Por ultimo, el proceso de estudio se debe ajustar al proyecto
educativo del centro, y se deben asegurar medios materiales y temporales sucientes
para su correcto desarrollo (gura 3.16).
Figura 3.16: Idoneidad didactica (Godino, 2011).
En la experimentacion (captulos 7) se procede a la implementacion del proceso de
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estudio y a la presentacion y discusion de los resultados de la experimentacion. Los datos
de los resultados se analizan a partir de los metodos estadsticos que se detallan en la
ingeniera didactica (captulo 4). Se utilizan, ademas, los indicadores de idoneidad de
Godino (2011), para valorar el proceso de estudio. La tabla 3.2 recoge los indicadores que
se emplean en el estudio cualitativo del analisis a posteriori (captulo 8). Dado que uno
de los objetivos es medir la instrumentalizacion que los estudiantes hacen del modelo
dinamico, y la ecacia del momento de exploracion con un modelo dinamico, se presta
especial atencion a los indicadores mediacionales y ecologicos, ademas de la interaccion
de la idoneidad temporal con el resto de facetas.
Tabla 3.2: Indicadores de indoneidad didactica I (Godino, 2011).
Indicadores de idoneidad epistemica
Situaciones de contextualizacion, ejercitacion y aplicacion.
Situaciones de generacion de problemas (problematizacion).
Expresion verbal, graca, simbolica; traducciones y conversiones.
Lenguaje adecuado a la etapa.
Situaciones de expresion matematica e interpretacion.
Deniciones y procedimientos adaptados al nivel educativo.
Enunciados y procedimientos fundamentales del tema.
Situaciones de negociacion/generacion de proposiciones/procedimientos.
Explicaciones, comprobaciones y demostraciones adecuadas.
Situaciones donde el alumno tenga que argumentar.
Los objetos matematicos se relacionan y conectan entre s.
Se identican y articulan los diversos signicados de los objetos.
Indicadores de idoneidad cognitiva
Los alumnos tienen los conocimientos previos necesarios.
Los contenidos pretendidos se pueden alcanzar.
Se incluyen actividades de ampliacion y de refuerzo.
Se promueve el acceso y el logro de todos los estudiantes.
Los alumnos logran la apropiacion de los conocimientos.
La evaluacion tiene en cuenta distintos niveles de comprension.
Los resultados de las evaluaciones se usan para tomar decisiones.
Indicadores de idoneidad afectiva
Las tareas tienen interes para los alumnos.
Situaciones que permitan valorar la utilidad de las matematicas.
Se promueve la participacion, la perseverancia y la responsabilidad.
El argumento se valora en s mismo y no por quien lo dice.
Se promueve la autoestima, evitando el rechazo a las matematicas.
Se resaltan las cualidades de estetica y precision de las matematicas.
3.9. Obstaculos
En la genesis historica del conocimiento, un hecho cientco se interpreta de una
manera particular en una epoca determinada. Sin embargo, cuando un esquema de
conocimiento mas elaborado sustituye al anterior, el signicado del conocimiento se
modica para adecuarlo al nuevo esquema del saber. El conocimiento se construye,
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Tabla 3.3: Indicadores de indoneidad didactica II (Godino, 2011).
Indicadores de idoneidad interaccional
El profesor hace una presentacion adecuada del tema.
Reconoce y resuelve los conictos de los alumnos.
Se busca llegar a consensos con base al mejor argumento.
Se usan diversos recursos retoricos y argumentativos.
Se facilita la inclusion de los alumnos en la dinamica de la clase.
Se favorece el dialogo y comunicacion entre los estudiantes.
Tratan de convencer apoyandose en argumentos matematicos.
Se favorece la inclusion en el grupo y se evita la exclusion.
Los estudiantes asumen la responsabilidad del estudio.
Observacion sistematica del progreso cognitivo de los alumnos.
Indicadores de idoneidad mediacional
Se usan materiales manipulativos e informaticos.
Situaciones y modelos concretos y visualizaciones.
El numero y la distribucion de los alumnos es adecuado.
El horario del curso es apropiado.
El aula y la distribucion de los alumnos es adecuada.
El tiempo es suciente para la ense~nanza pretendida.
Se dedica suciente tiempo a los contenidos mas importantes del tema.
Se dedica tiempo suciente a los contenidos que presentan mas dicultad.
Indicadores de idoneidad ecologica
Contenidos, implementacion y evaluacion en directrices curriculares.
Innovacion basada en la investigacion y la practica reexiva.
Integracion de nuevas tecnologas en el proyecto educativo.
Los contenidos contribuyen a la formacion socio-profesional.
Formacion en valores democraticos y pensamiento crtico.
Los contenidos se relacionan con otros intra e interdisciplinares.
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entonces, en terminos de contra-pensamiento, y la nocion de obstaculo epistemologico es
basica para explicar el problema de la adquisicion del conocimiento cientco.
\No se trata de considerar los obstaculos externos, como la complejidad
o la naturaleza transitoria de los fenomenos, ni de implicar una debilidad
de los sentidos del ser humano y de la mente humana; sino que es en el
acto mismo de conocer ntimamente donde aparecen, por una especie de
necesidad funcional, la lentitud y los problemas [...] conocemos en contra
de un conocimiento previo." (Bachelard, 1938, 13)
Al contrario de lo que sucede en las corrientes empiristas y conductistas (donde el
error se asocia a la ausencia de un conocimiento, a la falta de determinacion o a una
respuesta proporcionada al azar), en el contexto constructivista un error puede tambien
representar un conocimiento previo, que tuvo exito y fue ecaz en un contexto determi-
nado, pero que no ha sido adaptado y entorpece la adquisicion de nuevos contenidos.
Este tipo de errores son manifestaciones de un obstaculo y complementan el sig-
nicado de los conocimientos adquiridos (Bachelard, 1938; Piaget, 1975). Ademas, sus
manifestaciones no son erraticas y se pueden predecir.
Los obstaculos son de la misma naturaleza que el saber, y por ello, es necesario
utilizar con ellos las mismas estrategias con las que se gestiona el saber: una situacion o
un problema, bien seleccionado, a traves del cual se motiva la dialectica entre los actores
y el saber.
Un conocimiento particular se considera optimo en relacion a un tipo de tarea,
cuando la tarea se resuelve de manera efectiva a partir de ese contenido, sin ser necesario
un conocimiento mas elaborado. Es decir, en la resolucion de esta tarea, el empleo de
un conocimiento mas sosticado resulta excesivamente \costoso" para el sujeto. Sin
embargo, la tarea evoluciona, y se a~naden nuevas variables que dicultan su consecucion.
El conocimiento previo se puede mantener cierto de forma local; pero, de forma global,
pierde el caracter optimo del que disfrutaba. La progresion regular del conocimiento
cientco se realiza, pues, en terminos de saltos informacionales (gura 3.12).
El obstaculo puede tomar el papel de error de ense~nanza, insuciencia de la materia
o dicultad intrnseca del saber. Algunos obstaculos tienen su origen dentro del sistema
didactico, y otros son intrnsecos del saber. Los obstaculos se clasican, segun su origen,
en obstaculos ontogenicos, didacticos y epistemologicos:
Obstaculos de origen ontogenico. La epistemologa genetica suministra evidencias
de estadios de desarrollo de los estudiantes con una correspondencia directa en la
adquisicion de conceptos. Las limitaciones de los estudiantes en un cierto estadio
generan por tanto obstaculos ontogenicos. El desarrollo neurosiologico de los su-
jetos es responsable de ciertos errores que cometen los alumnos. Por ejemplo, los
ni~nos desarrollan la conservacion de las cantidades numericas a partir de los 7
a~nos (Piaget, 1975).
Obstaculos de origen didactico. Piensa el docente que el espritu cientco se desa-
rrolla de forma similar a una leccion, que se puede reproducir el saber cientco
en clase y que se puede hacer comprender una demostracion repitiendola punto
por punto. El profesor de ciencias \no comprende que no se comprenda". Sin em-
bargo, el estudiante no adquiere una cultura experimental en el aula, mas bien,
cambia de conocimiento experimental adecuando sus conocimientos antiguos. En
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este sentido, los dise~nos de proyectos y actividades educativas sufren sucesivas mo-
dicaciones cada vez que se implementan en aula, tras lo cual se evalua y ajusta su
pertinencia. Un desajuste en la eleccion del proyecto dentro del sistema educativo
puede provocar un obstaculo de origen didactico.
Obstaculos de origen epistemologico. No hay forma de escapar a los obstaculos que
son intrnsecos al saber, es decir, los obstaculos epistemologicos. Esto no quiere
decir que se deba amplicar su efecto, ni tampoco que se deban reproducir las
condiciones del contexto historico en el que se superaron.
En la practica matematica con soporte en un modelo dinamico, se pueden encontrar
ejemplos de las tres categoras de obstaculos.
Belaunzaran, Echarri y Elcano (Lasa, 2015) presentan una actividad para introducir
la simetra de eje vertical en el aula de 5 a~nos, en donde los ni~nos resuelven puzz-
les simetricos sobre un modelo dinamico4. En esta actividad se observan dos tipos de
obstaculos ontogenicos. Por un lado, los ni~nos a estas edades no son capaces de coordinar
el uso del raton con la informacion que se muestra en pantalla. Por otro lado, existen
diferencias en el desarrollo de la actividad, en funcion de su dise~no: los ni~nos realizan
con exito las tareas de composicion y descomposicion de guras geometricas, por arras-
tre5 de sus piezas (en la gura 3.17, los ni~nos arrastran las partes del cuadrado morado
asta formar el patron); sin embargo, no son capaces de reproducir la segunda mitad
de una gura poligonal simetrica, cuando sus vertices se colocan sobre una plantilla de
cuadrcula (en la gura 3.17, los ni~nos no pueden reproducir la casita verde del patron).
A partir de la Educacion Primaria, la cuadrcula es un instrumento habitual en la
practica matematica del soporte \lapiz y papel", pero sigue siendo fuente de obstaculos
ontogenicos.
En el anexo A se presenta una situacion didactica, dise~nada para la Educacion Prima-
ria, que tiene por objetivo hacer evolucionar conocimientos geometricos por adaptacion
a diferentes soportes (Lasa y Wilhelmi, 2014). El uso de una cuadrcula promueve el
descubrimiento de guras rectangulares, pero puede llevar al estudiante a interpretar la
unidad de medida como la distancia no perpendicular entre dos lneas paralelas (Dick-
son, Brown y Gibson, 1991). Este obstaculo tiene su origen en el numero irracional, el
cual no es accesible para un ni~no de segundo ciclo de Educacion Primaria.
Ademas, los lmites de la cuadrcula llevan al estudiante a desarrollar la tarea de en
funcion de sus restricciones, y conceptualiza la construccion de la gura en terminos de
vertices en coordenadas discretas y segmentos de longitud unitaria. Tampoco se motiva
la posibilidad de fraccionar la unidad para medir objetos que sean menores que la unidad
de medida utilizada, dicultando la conmensurabilidad de longitudes.
Lasa y Wilhelmi (2014) identican tambien obstaculos de origen didactico en la
Educacion Primaria, al introducir a los estudiantes las nociones de permetro y area.
Se constata en este trabajo, que, mientras que los estudiantes de segundo ciclo de EP
diferencian las dos nociones, los estudiantes de tercer ciclo de EP las mezclan en algunos
casos. La mera reproduccion procedimental del calculo aritmetico de permetros y areas
4El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/nSrLvW0u#material/1640675
5En relacion esta tecnica de arrastre, habitual en los modelo dinamicos dise~nados con GeoGebra, Or
(2013, 2015) propone que el acto de \arrastre" debe ser considerado, en las primeras etapas educativas,
como un \proceso matematico" con un estatus reconocido, en el sentido de que es una accion que provoca
y promueve en los ni~nos el razonamiento sobre propiedades e invariables geometricas.
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a) Formacion de cuadrados
por descomposicion:
los ni~nos realizan la tarea
sin dicultad.
b) Formacion de una gura
por arrastre de vertices:
obstaculo ontogenico.
Figura 3.17: Obstaculos ontogenicos (Lasa, 2015).
parece estar en el fondo del obstaculo \equiparacion de permetro y area", que tiene su
origen dentro del propio sistema educativo.
El software de geometra dinamica tambien permite solventar algunos obstaculos
didacticos clasicos. Por ejemplo, en los soportes de papel, la presentacion ostensiva y
estereotipada de guras planas genera un obstaculo de origen didactico en la identica-
cion de formas geometricas. Por restricciones de espacio y por el formato del libro, las
guras poligonales se suelen presentar en posicion horizontal, apoyadas sobre la base de
mayor longitud, o con dimensiones en proporciones simples (por ejemplo, 1 : 2 o 2 : 3) y
agradables a la vista. de esta forma, el ni~no puede no identicar una forma geometrica
que no se ajuste a la presentacion dada.
As, el software dinamico permite la representacion y la manipulacion de modelos
de guras planas, entendidas como clases de objetos que cumplen una propiedad. En
este sentido, el modelo dinamico facilita la presentacion de una gura plana como ejem-
plar (extensivo) y como elemento generico de una clase (intensivo). La representacion
semiotica de las guras facilita de esta forma la asignacion de signicados personal e
institucional a los objetos geometricos ostensivos.
A partir de Educacion Secundaria, se empieza a trabajar la representacion graca
de funciones. Lasa y Wilhelmi (2013) muestran una galera de construcciones dinamicas
que presentan toda una familia de funciones y sus propiedades (Teoremas clasicos de
funciones continuas y derivables). De esta manera, se evita la representacion extensiva
de unos pocos ejemplos. El profesor tiene en su mano una galera sucientemente amplia
de ejemplos de funciones de un tipo determinado, facilitando la presentacion general o
intensiva de la familia. En la gura 3.18 se puede ver la captura de imagen de un modelo
dinamico para explorar el Teorema de Bolzano, en el que se trabaja sobre una familia
de funciones.
Los obstaculos que se puedan encontrar en distintos tipos de situaciones problemas
requieren para su superacion de distintas estrategias dialecticas entre profesor y estu-
Aitzol Lasa
3.10 Fenomenos didacticos 83
Figura 3.18: Teorema de Bolzano (Lasa y Wilhelmi, 2013).
diante, en las fases de accion, formulacion y validacion. El salto de la aritmetica al alge-
bra es un contexto tpico que genera obstaculos de origen epistemologico. La aritmetica
generalizada y la ampliacion de los conjuntos numericos choca con la concepcion que
el estudiante tiene con el conjunto de los numeros naturales y las propiedades de las
operaciones elementales (+; ;;) en dicho conjunto.
3.10. Fenomenos didacticos
Los fenomenos didacticos guardan relacion con la transposicion didactica de un co-
nocimiento:
\La identicacion de estos fenomenos se reduce a la construccion de un
`modelo' entre los actores, cara a cara, y de las relaciones y restricciones
que los vinculan, demostrando que la interaccion de estas restricciones
produce efectivamente los efectos y la evolucion observada." (Brousseau,
1997, 25)
El objetivo de la Didactica consiste en analizar, por un lado, que se ha comunicado,
y por otro lado, que se ha reconstruido en una situacion de aprendizaje particular.
La identicacion de los fenomenos didacticos ocurridos en el proceso de ense~nanza, da
herramientas para llevar a cabo este analisis.
La Teora de situaciones didacticas identica ciertos fenomenos elementales, algunos
de las cuales son el efecto Topaze, el efecto Jourdain y el deslizamiento metacognitivo.
Efecto Topaze. Cuando el estudiante falla una y otra vez en la realizacion de la
misma tarea, el docente puede tomar la decision de cargar con la mayor parte de la
responsabilidad en la ejecucion de la tarea. El incremento de esta responsabilidad
por parte del docente trae consigo una reduccion de la capacidad de producir un
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aprendizaje a traves de la situacion (gura 3.19). La disminucion en la dicultad
de la tarea provoca una mayor tasa de exito entre los estudiantes, un hecho desea-
ble desde el punto de vista del docente. Sin embargo, el signicado optimo del
conocimiento que se quiere construir por medio de la situacion puede quedar por
debajo del saber objetivo del acto de ense~nanza. En este caso, el acto de ense~nanza
colapsa, y una alta tasa de exito en la tarea no se traduce en la construccion de
conocimiento. Es necesario gestionar esta incertidumbre para dar con un equilibrio
en el sistema didactico.
Figura 3.19: Efecto Topaze.
En el apartado 2.2 se han descrito los momentos en los que la utilizacion de GGB es
pertinente en la actividad matematica en el aula, uno de los cuales es la exploracion de
propiedades matematicas a partir de un modelo dinamico, normalmente predise~nado.
Por ejemplo, el profesor puede solicitar a un estudiante de secundaria el estudio de
permetros y areas de ciertas guras planas. La ejecucion de la tarea requiere calculos
aritmeticos y la manipulacion de expresiones algebraicas. Ante un hipotetico fracaso del
estudiante, el profesor opta por dise~nar el mismo un modelo dinamico para asistir la
construccion de las guras y los calculos involucrados, y lo introduce como fase dentro
de la actividad, tomando as la responsabilidad de la tarea. El estudiante construye la
gura en la pantalla del ordenador y el software realiza los calculos pertinentes. De esta
forma, el estudiante contesta correctamente a las preguntas del profesor y tiene exito en
la tarea, sin llegar a manipular las expresiones algebraicas que eran objeto de estudio.
En resumen, el profesor libera de responsabilidad al estudiante y el acto de ense~nanza
ha colapsado.
Este fenomeno puede aparecer incluso cuando sea el estudiante el encargado de la
construccion de las guras por medio del software. La construccion de guras geometricas
con software dinamico requiere de la utilizacion de un numero determinado de herra-
mientas del programa junto con conocimientos de geometra plana. Ante una eventual
incapacidad de los estudiantes para construir una gura por si mismos, el docente puede
tomar la decision de guiar, paso a paso, los pasos necesarios para la obtencion de la
gura. De esta forma, el estudiante no toma decisiones, no actua sobre la situacion y no
utiliza el instrumento de forma autonoma.
Efecto Jourdain. Con el animo de incentivar la actividad en el estudiante, el maes-
tro atribuye al signicado personal del estudiante un signicado institucional del
Aitzol Lasa
3.10 Fenomenos didacticos 85
cual carece. De forma intencionada y equvoca, la actividad del estudiante se in-
terpreta como actividad cientca, para evitar una discusion abocada al fracaso.
Este fenomeno ocurre a menudo dentro de las metodologas de construccion del
saber, y es, en realidad, un caso particular del efecto Topaze.
Pongamos el caso de un maestro de Educacion Primaria que dise~na herramientas
predeterminadas con GeoGebra. Las herramientas consisten en iconos de colores que
permiten la construccion de formas planas de distintos colores. A continuacion, presenta
a sus alumnos una construccion dinamica en la cual los alumnos tienen que seleccionar
formas geometricas de colores y construir guras sobre la pantalla de ordenador. El maes-
tro puede animar a los alumnos diciendoles que estan clasicando guras geometricas a
partir de un codigo de colores, a pesar de que los ni~nos solo esten \dibujando".
El malentendido fundamental descrito en el efecto Jourdain tambien se puede dar,
en el aula de secundaria, si el profesor no distingue claramente los momentos de ilustra-
cion y demostracion (2.2) de una propiedad. El profesor que pretende demostrar una
propiedad geometrica al estudiante, le puede mostrar una construccion que ilustra la
propiedad. Para el estudiante, la ausencia de contraejemplos es una evidencia suciente
que verica la proposicion. Si un estudiante se contenta con la mera manipulacion del
modelo ilustrativo, pero de forma posterior no argumenta la veracidad de la armacion
en discusion, puede recibir por parte del docente un mensaje equivocado: la ejecucion de
movimientos del raton sobre el modelo dinamico ilustrativo es suciente para construir
conocimiento.
Deslizamiento metacognitivo. Fenomeno por el cual el instrumento empleado para
la ense~nanza sustituye como objetivo de aprendizaje al conocimiento matematico
pretendido. Un ejemplo clasico de este fenomeno es la insercion de los diagramas
de Venn-Euler como objetivo de ense~nanza como \sustitucion" de la Teora de
conjuntos en la decada de 1960, en todas las etapas educativas.
En la seccion 2.2 se describe como la introduccion de software dinamico como instru-
mento de trabajo en el aula de matematicas puede generar un fenomeno de deslizamiento
metacognitivo. En particular, la instruccion en el manejo de GeoGebra puede sustituir la
actividad matematica pretendida como objetivo de aprendizaje. En una actividad ma-
tematica particular, se puede llegar a la reproduccion repetida de la fase de instruccion
del instrumento, sin entrar a discutir los conocimientos matematicos implicados en la
tarea. La creacion (seccion 1.2) de un modelo dinamico por parte del estudiante puede
tambien exceder el ambito de instruccion matematica.
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Captulo 4
Ingeniera didactica
Breve resumen
Dentro del programa epistemologico y fundamentada en la TSDM y el EOS, la inge-
niera didactica es un metodo de investigacion basado en el dise~no, que trata de denir
el problema de la accion y los medios de la accion sobre el sistema de ense~nanza, me-
diante el dise~no de una didactica tecnica. El empleo de un amplio abanico de metodos
estadsticos permite evitar la polarizacion entre metodos cualitativos y cuantitativos.
Laburbilduma
Programa epistemologikoaren barruan, ingeniaritza didaktikoa diseinuan oinarrituriko
ikerketaren adar bat da. Metodologia honek akzioa eta akziorako bitartekoak aztertzen
ditu eta didaktika tekniko bat diseinatzea du helburu. Matematikako egoera didaktikoen
teorian eta Ikuspuntu ontosemiotikoan oinarritzen da ingeniaritza didaktikoa. Metodo
estatistikoen aukeraketa zabal baten bidez saihestuko dira metodo kualitatibo eta kuanti-
tatiboen arteko polarizazioa.
Short summary
Within the epistemological program, didactical engineering is a particular type of design-
based research program, which seeks to dene the problem of action and the means
of action within the educational system, and allow the design of normative didactics.
Didactical engineering is based on OSA and TDSM. The use of a wide range of statistical
methods avoids polarization between qualitative and quantitative methods.
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4.1. Estructura clasica de una ingeniera didactica
La nocion de ingeniera didactica (Artigue, 1989), como metodologa de investiga-
cion, tiene su origen a principios de la decada de 1980. A pesar de que este nombre
hace referencia al quehacer de un cientco-ingeniero, el investigador en didactica de las
matematicas tiene que lidiar con objetos complejos que exceden el ambito puramente
cientco. En efecto, la didactica de las matematicas se ocupa de \las relaciones entre la
investigacion y la accion en el sistema de ense~nanza" y \el papel que conviene hacerle
tomar a las realizaciones didacticas en clase, dentro de las metodologas de la investi-
gacion didactica" (Artigue, 1995, 34). Se enfatizan de esta forma las producciones para
la ense~nanza junto con metodologas especcas de investigacion. Esta metodologa re-
quiere, por un lado, controlar a priori tanto el dise~no teorico como la puesta en marcha
de la propuesta de ense~nanza, y por otro lado, comparar a posteriori el estudio teorico
con las realizaciones efectivas de los estudiantes.
\Les didacticiens francais ont recours a des analyses elaborees prealable-
ment a l'experimentation en classe. Ce passage de la pensee a l'action
a ete caracteristique de leur travail durant ces deux decennies. Conjoin-
tement au developpement de l'ingenierie didactique [. . . ] a ete accen-
tue l'usage des etudes de cas et des analyses a posteriori dont la con-
frontation avec l'analyse a priori constitue un moyen de validation de
l'hypothese de recherche [. . . ] La didactique des mathematiques francaise
possede une remarquable unite. Certes les travaux menes par dierents
didacticiens varient dans leurs centres d'intere^t mais ils paraissent tous
relever d'une epistemologie commune et partager la me^me methodologie."
(Kilpatrick 1994, 89-90)
El esquema de experimentacion se basa en las realizaciones didacticas en el aula. Es
decir, se observan y se analizan, dentro de una propuesta de ense~nanza particular, las
nociones y los procesos que ponen en funcionamiento los estudiantes. El analisis de las
realizaciones busca la obtencion de funcionamientos estables dentro del medio didactico
(descrito en terminos de la Teora de Situaciones Didacticas en Matematicas, TSDM),
e incide en la reproducibilidad de las situaciones didacticas.
La connaissance, l'homme el le milieu etant ce qu'ils sont, il est inevita-
ble que cette interaction aboutisse a des conceptions `erronees'(ou vraies
localement mais non generalement). Toutefois, ces conceptions sont com-
mandees par les conditions de l'interaction qu'on peut plus ou moins
modier. C'est l'objet de la didactique de conna^tre ces conditions et de
les utiliser. (Brousseau, 1998, 123).
Los condicionantes que rigen las interacciones entre el sujeto y el medio determinan
la elavoracion de instrumentos tecnicos que tienen un doble proposito: por un lado, el
desarrollo teorico-practico de la didactica, como instrumento de intervencion en los sis-
temas didacticos; por otro lado, el progreso de la didactica como disciplina cientca,
basada en la realizacion de pruebas de contingencia que validen el dise~no de una inge-
niera. Se pretende, as, validar las hipotesis formuladas a priori , a partir de un contraste
de las mismas con los hechos observados a posteiori.
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La ingeniera didactica trata de identicar los condicionantes que garantizan la re-
producibilidad de una situacion didactica, ligada al empleo de estrategias de accion que
los sujetos emplean y adaptan en funcion de las respuestas que les da el medio antago-
nista. La adaptacion de las estrategias de accion del sujeto se controla adecuando las
variables didacticas del sistema, y el contraste entre los analisis a prioriy a posteriori
sirve de validacion interna de las conclusiones que se puedan extraer en la ejecucion
de una secuencia de situaciones. Las observaciones deben permitir la falsabilidad de la
prueba experimental, y para ello, se precisa en el analisis a priori , de la denicion teorica
de al menos dos patrones de ejecucion que representen modos de \hacer" y de \saber
hacer" propios de concepciones distintas, que puedan ser observables.
\La cuestion de la reproducibilidad de las situaciones incide sobre la a-
bilidad de las observaciones y, sobre todo, sobre su validez. La abilidad
presupone una estabilidad en el funcionamiento del sistema didactico; el
contraste repetido entre el analisis a priori y el analisis a posteriori per-
mite hacer evolucionar las condiciones del medio (incluidas las interven-
ciones del profesor) que garanticen la construccion del saber pretendido,
de tal manera que la situacion devenga reproducible. Es entonces cuan-
do su validez puede ser aceptada, puesto que la situacion es exitosa y
aplicable de manera estable." (Wilhelmi y Lacasta, 2011, 61)
En la gura 4.1 se muestra a la izquierda el esquema generico de la ingeniera didacti-
ca y a la derecha su desarrollo en la TSDM.
Figura 4.1: Relacion entre ID y TSMD. (Wilhelmi y Lacasta, 2011, 62)
Una ingeniera didactica puede tener como objetivo el estudio de un proceso de
aprendizaje de una nocion determinada (micro-ingeniera que elabora una genesis arti-
cial de la nocion) o el estudio de un proceso de ense~nanza que integre un dominio mas
amplio (macro-ingeniera). En todos ellos, el registro de casos y el estudio de compor-
tamientos observados permite una validacion esencialmente interna, la cual caracteriza
su funcionamiento metodologico.
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Fases de una ingeniera didactica
La estructura clasica de una ingeniera didactica se articula en las fases de analisis
preliminar , concepcion y analisis a priori de las situaciones didacticas de la ingeniera,
experimentacion, y por ultimo, analisis a posteriori y evaluacion (Artigue, 1995).
Una ingeniera didactica se comienza a articular con el analisis preliminar del ob-
jeto de estudio. Dentro del estudio preliminar, se realiza un analisis epistemologico de
los contenidos de ense~nanza, de la ense~nanza tradicional, de las concepciones de los es-
tudiantes, del campo de restricciones y de los objetivos especcos de la investigacion.
As, el analisis epistemologico se centra en la determinacion de marcos, en el sentido
de Douady (citado por Artigue, 1995), para el desarrollo y funcionamiento dentro del
campo matematico objeto de estudio.
Una vez realizado el analisis epistemologico, se analiza la presencia de estos marcos
en las propuestas educativas en la ense~nanza tradicional, para de esta manera poder
identicar aquellos que ocupan un lugar privilegiado dentro del sistema de educativo.
Es de esperar que, por motivos historicos, la ense~nanza tradicional se centre en un
marco determinado, y es preciso estudiar la viabilidad de otro enfoque epistemologico
que pueda ser mas satisfactorio, junto con las restricciones que se oponen a la extension
de otros marcos.
El campo de restricciones determina donde se va a situar la realizacion didactica
efectiva, y se clasica en tres dimensiones: dimension epistemologica, dimension cognitiva
y dimension didactica o de ense~nanza. El estudio de las concepciones de los estudiantes
guarda relacion con la identicacion de las dicultades y los obstaculos que determinan
su evolucion, y por ello, no es casual que las dimensiones del campo de restricciones y
los obstaculos (Brousseau, 1997) tengan la misma clasicacion. El estudio detallado de
las concepciones de los estudiantes es una caracterstica del estudio previo, puesto que
una idea clara de las dicultades y de los errores mas frecuentes permiten a la ingeniera
provocar, de manera controlada, la evolucion de las concepciones.
\Los trabajos que el investigador ha realizado como pilares de su inge-
niera se retoman y profundizan en el transcurso de las diferentes fases
de la misma [...] Los estudios preliminares tan solo mantienen su calidad
de `preliminaresen un primer nivel de elavoracion [...] Las exigencias de
un analisis preliminar no son las mismas para una investigacion cuyo ob-
jetivo es la construccion de una genesis articial del conocimiento en un
campo conceptual determinado [...] que para una investigacion que [...]
pretenda implantar una estrategia global de ense~nanza." (Artigue, 1995,
39)
Una vez realizado el analisis previo, en el analisis a priori , es decir, la segunda fa-
se de la ingeniera didactica, el investigador selecciona las variables didacticas sobre
las que actua en la ingeniera. El investigador selecciona, por un lado, las variables
macro-didacticas o globales, que estan ligadas, en general, a la seleccion de los objetos
matematicos primarios, de los procesos y de los instrumentos con los que se organiza
la practica matematica. Estos aspectos son comunes a una investigacion basada en el
dise~no, y el EOS, tal como se vera en la seccion 4.2, ofrece herramientas para la articu-
lacion del analisis a priori , en las escalas macro y micro-didacticas. En efecto, una vez
concretadas las variables globales, el investigador selecciona la variables micro-didacticas
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o locales, es decir, aquellas que estan ligadas con la organizacion del medio didactico y
el dise~no de la situacion didactica (Brousseau, 1997).
Por lo tanto, la seleccion de las variables globales y locales que determinan la si-
tuacion didactica se realiza atendiendo a las restricciones que se han identicado en el
analisis previo, y la ingeniera didactica contempla la gestion del medio en terminos de la
TSDM. La ingeniera didactica debe garantizar que las variables globales y locales esten
en relacion unas con otras, y que el dise~no, la organizacion y la gestion de las situaciones
didacticas este en correspondencia con los marcos teoricos previamente analizados, es
decir: el dise~no de la situacion debe garantizar que el estudiante asigne un signicado
personal al objeto matematico.
El analisis a priori es, pues, un analisis de control del signicado personal que los
estudiantes ponen en funcionamiento en el desarrollo de la situacion didactica. En las
fases accion, formulacion y validacion, los estudiantes asignan un signicado personal a
los objetos matematicos que manipulan, y la ingeniera didactica debe garantizar que el
dise~no de la situacion permita al estudiante validar internamente su practica matematica.
Ademas de la descripcion de la situacion didactica y de la articulacion del medio
didactico, en el analisis a priori se analizan los comportamientos esperados de los es-
tudiantes y las acciones potenciales que estos estaran en disposicion de realizar, los
conocimientos previos que el alumno debe poseer para enfrentarse a la situacion didacti-
ca (entender el proposito de la situacion) y resolverla (ganar el juego que el docente le
propone), as como el reparto de responsabilidades entre el docente y los estudiantes
dentro del medio didactico (el contrato didactico particular que rige durante el desarro-
llo de la situacion); en este sentido, la ingeniera didactica toma prestadas de la TSDM,
las nociones de contrato didactico y fenomeno didactico (Brousseau, 1997).
\El objetivo del analisis a priori es determinar en que [sentido] las selec-
ciones hechas permiten controlar los comportamientos de los estudiantes
y su signicado [...] Este analisis se basa en un conjunto de hipotesis. La
validacion de estas hipotesis esta, en principio, indirectamente en junego
en la confrontacion que se lleva a cabo en la cuarta fase entre el analisis
a priori y el analisis a posteriori". (Artigue, 1995, 45)
En el analisis a posteriori , se utiliza la informacion registrada durante la fase de
experimentacion, y a partir de esta informacion, se confrontan las hipotesis previas del
analisis a priori con las conclusiones obtenidas en el proceso de experimentacion. El
conjunto de datos se recoge durante la fase de experimentacion, a partir de observa-
ciones directas del docente, grabaciones en video o audio, producciones escritas de los
estudiantes, respuestas a cuestionarios, entrevistas individuales o en peque~nos grupos,
etc.
Por un lado, el analisis a priori es fundamentalmente teorico (y en el caso de estudios
macro-didacticos, considerablemente extenso), y por otro lado, el analisis a posteriori
es contingente y se ci~ne a los resultados observados. Por todo ello, la confrontacion de
los analisis a priori y a posteriori genera en algunos casos distorsiones, y la ingeniera
didactica clasica no contempla herramientas propias para la gestion de un proceso de
validacion externa. Este hecho no invalida la posibilidad de utilizar herramientas es-
tadsticas externas que aporten informacion a la confrontacion de los analisis a priori
y a posteriori , en una ingeniera didactica particular. De hecho, en la seccion 4.3, se
presentan algunos metodos estadsticos, tales como el analisis estadstico implicativo,
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el analisis de componentes principales, el analisis de factores, o la estadstica descrip-
tiva, que posibilitan una validacion externa y generalizada, en terminos de inferencia
estadstica. En la validacion externa, se miden diferencias signicativas en las variables
estadsticas, entre un grupo experimental y un grupo de control. Las herramientas de
la ingeniera didactica incorporan, en este caso, la informacion obtenida en la valida-
cion externa en la toma de decisiones de la validacion interna del proceso. Se modican
as los valores de las variables micro y macro-didacticas, para volver a poner en marcha
la nueva secuencia de estudio.
Dado que una ingeniera didactica es un dise~no de un proceso de ense~nanza-
aprendizaje de las matematicas, la fase experimental de la ingeniera queda inevita-
blemente en manos del docente. Atendiendo a la memoria didactica del aula (Centeno,
1989), el mismo proceso de ense~nanza de un mismo objeto matematico puede provocar
que los estudiantes, de un grupo a otro, asignen un signicado personal al objeto por
vas y medios variables. Segun el fenomeno de obsolescencia (Brousseau, 1997), el do-
cente realiza intervenciones didacticas en el aula para intentar reproducir una historia
didactica similar en todos los grupos de estudiantes, en lugar de reproducir las condi-
ciones iniciales que hacen posible una signicacion correcta por parte de los estudiantes
del objeto matematico que es objeto de estudio. Para evitar este fenomeno didactico,
hay que incidir en la relacion del docente con el estudiante, y asegurar los medios para
que la situacion de ense~nanza evolucione en funcion de la validacion interna del proceso
de estudio, y no en funcion de la historia de la situacion.
Este fenomeno esta ntimamente relacionado con las concepciones y las representa-
ciones personales que los docentes tienen sobre las matematicas, y como inuyen estas
representaciones en la toma de decisiones del docente en la practica diaria en el aula.
Segun Artigue (1995), la epistemologa del docente esta formada por su concepcion de la
naturaleza de las matematicas, y su concepcion de la ense~nanza y del aprendizaje. Estas
concepciones del docente, junto con las consecuencias que se derivan de ellas a la hora
de implementar la practica educativa, conforman la denominada representacion meta-
cognitiva del docente sobre las matematicas. Por ello, las interacciones del docente con
el medio didactico son tambien objeto de estudio de la ingeniera didactica, el investiga-
dor no las debe contemplar unicamente como un \ruido inevitable en la investigacion"
(Grenier, 1988), y se debe garantizar la comunicacion didactica entre el investigador y el
docente para el correcto desarrollo de la ingeniera didactica en el proceso de ense~nanza.
4.2. Ingeniera didactica basada en el EOS
La estructura de una ingeniera didactica clasica, fundamentada en los trabajos de
Artigue (1995) y Brousseau (1997), se puede asimismo clasicar como un caso particular
de una investigacion de dise~no instruccional (Cobb, Confrey, Disessa, Lehrer y Schauble,
2003), puesto que las investigaciones basadas en el dise~no contemplan tambien una fase
de dise~no, la implementacion en contextos de clase y la evaluacion interna de resultados.
Desarrollos teoricos recientes muestran como una ingeniera didactica o una investigacion
basada en el dise~no se pueden generalizar y fundamentar en el marco del EOS (Godino,
Batanero, Contreras, Estepa, Lacasta y Wilhelmi, 2013). En particular, Godino, Rivas,
Arteaga, Lasa y Wilhelmi (2014) presentan un desarrollo de ingeniera didactica basada
en el EOS, y lo ejemplican en un proceso de ense~nanza de la estadstica. En efecto, en la
seccion 4.1, se han anticipado alguna similitudes entre las fases de una ingeniera clasica
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y el aporte que las herramientas del EOS pueden hacer a una ingeniera, consistentes en
la introduccion de objetos, dualidades y procesos del conocimiento y de la instruccion
en matematicas.
En el marco del EOS, los sistemas de practicas y las conguraciones de objetos y
procesos sirven de herramientas teoricas para el analisis epistemologico y cognitivo de
un proceso de ense~nanza. Desde el punto de vista institucional, se requiere construir
un signicado de referencia de las practicas matematicas necesarias para resolver un
tipo de tarea, es decir, las conguraciones de objetos y procesos que se activan en dichas
practicas. Ademas del signicado institucional de referencia, en el plano personal, se debe
realizar un analisis de las practicas, objetos y procesos matematicos que el estudiante
pone en funcionamiento a la hora de resolver la tarea. Para evaluar la competencia del
estudiante, su adquisicion de conocimiento y su comprension de los objetos, se analiza
la validez de las practicas personales y su adecuacion a la perspectiva institucional.
Junto con las dimensiones institucional y personal, el dise~no instruccional debe anali-
zar las normas que condicionan el proceso de estudio y las interacciones didacticas entre
los actores del proceso de ense~nanza y el medio didactico. Este analisis tiene por objetivo
encontrar aquellas conguraciones didacticas que optimicen el aprendizaje matematico.
El analisis del proceso de estudio debe contemplar, asimismo, la dimension norma-
tiva, caracterizada en las dimensiones (Godino et al., 2009):
Epistemologica-ecologica. Determinacion de los signicados institucionales en cada
fase del proceso es estudio. Interpretacion de los signicados en terminos de siste-
mas de practicas y conguraciones de objetos y procesos. Descripcion del sistema
de relaciones y restricciones institucionales que condicionan el proceso de estudio.
Cognitiva-afectica. Descripcion de los signicados personales de los estudiantes
durante el proceso de estudio. Interpretacion de los signicados en terminos de
sistemas de practicas y conguraciones de objetos y procesos. Analisis de la sensi-
bilidad del proceso a los estados afectivos de los estudiantes.
Instruccional . Analisis de patrones de interaccion entre el docente y los estudian-
tes. Analisis de la negociacion de signicados entre el docente y los estudiantes.
Descripcion de los recursos tecnicos previstos. Valoracion del uso del tiempo.
La identicacion de las diferentes facetas de la dimension normativa permite identi-
car los hechos didacticos que han ocurrido en las fases de dise~no e instruccion. De esta
forma, se pueden analizar las normas y su tipologa, la forma en la que estas condicionan
la ense~nanza y los aprendizajes, y se puede valorar la pertinencia de las intervenciones
del docente y de los alumnos. Ademas, el analisis debe permitir identicar posibles cam-
bios en las normas que permitan un control ecaz del sistema didactico, para mejorar
as su funcionamiento, y garantizar que los signicados personales evolucionen hacia
los signicados institucionales pretendidos. La gura 4.2 resume la estructura de una
investigacion basada en el EOS.
La estructura de las fases de una investigacion vara en funcion del marco teorico
empleado, pero las diferencias en la organizacion no son signicativas, y la diferencia es
fundamentalmente terminologica. As, las fases de estudio en las que se organiza la inge-
niera didactica clasica (preliminar, a priori , experimentacion y a posteriori), las fases
de una investigacion basada en el dise~no (planicacion del experimento, experimenta-
cion y analisis retrospectivo) y las fases de investigacion propuestas en el marco del EOS
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Figura 4.2: Relacion entre ID y EOS. (Wilhelmi, 2009)
(estudio preliminar, dise~no de la trayectoria didactica, implementacion y evaluacion o
analisis retrospectivo; Godino et al. (2014)), son en esencia similares.
A diferencia de la ingeniera didactica, en la cual el contraste entre los analisis a prio-
ri y a posteriori valida internamente las proposiciones y las actuaciones, en la estructura
de una investigacion de dise~no la valoracion se realiza, con frecuencia, a partir de cri-
terios de validez externa. Por ello, no es habitual en estos dise~nos una fase de analisis
previo que contemple comportamientos esperados de los estudiantes o la planicacion
de intervenciones controladas del docente.
En la clasicacion de las fases, los terminos analisis a priori , experimentacion y
analisis a posteriori propios de la ingeniera didactica, se describen en el EOS mediante
el dise~no, implementacion y evaluacion, respectivamente. Godino et al. (2014) justican
esta sustitucion atendiendo a la naturaleza del termino variable y su utilizacion en el
contexto de la investigacion en didactica.
\La ingeniera didactica realiza un contraste entre los analisis a priori y
a posteriori basado en variables claves en la experimentacion que buscan
apoyar las hipotesis. El lugar central de la nocion de variable quedaba
justicada por la aplicacion de diversos metodos estadsticos, en detri-
mento de justicaciones mas cualitativas. Sin embargo, es aceptado que
en la actualidad que la ingeniera didactica permite superar la polemica
cualitativo-cuantitativo." (Godino et al., 2014, 6)
Por todo ello, en la descripcion de las fases en las que Godino et al. (2014) organiza la
investigacion basada en el EOS, se toma de forma tacita esta nueva terminologa, y estas
se clasican en estudio preliminar , dise~no de la trayectoria didactica, implementacion
de la trayectoria didactica, y por ultimo, evaluacion o analisis retrospectivo (tabla 4.1).
Cada una de las fases se dise~na o se lleva a cabo teniendo en cuenta las dimensiones
epistemologica-ecologica, cognitiva-afectiva e instruccional.
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Tabla 4.1: Comparacion de las fases en una investigacion.
Ingeniera didactica
Investigacion basada
en el dise~no
Enfoque
ontosemiotico
Estudio preliminar
Planicacion
del experimento
Estudio preliminar
Analisis a priori *
Dise~no de la trayectoria
didactica
Experimentacion Experimentacion
Implementacion de la
trayectoria didactica
Analisis a posteriori Analisis retrospectivo
Evaluacion o analisis
retrospectivo
* En gerenal, ausencia de un analisis previo de comportamientos esperados e
intervenciones del docente.
En la primera fase de estudio preliminar , se delimita el objetivo y el alcance de
la investigacion. Para ello, se caracterizan los signicados institucionales y personales
de referencia, y las relaciones entre ambos. Estos signicados de referencia y signi-
cados pretendidos en el proceso de instruccion, se elaboran a partir de un analisis de
los sistemas de practicas operativas y discursivas, entendidas como toda actuacion o
expresion que realiza el estudiante para resolver la situacion-problema, comunicar la
solucion obtenida, o validarla y generalizarla a otros contextos y problemas (Godino y
Batanero, 1994). En adicion al analisis tpico de las dimensiones epistemico-ecologica,
cognitivo-afectiva e instruccional, se realiza, ademas, una exploracion de posibles inter-
acciones previstas y de la estructuracion del medio material. Por tanto, el punto central
en la elaboracion del signicado de referencia sera la caracterizacion de las situaciones
{ problema que permitan poner en juego los contenidos cuyo aprendizaje se pretende.
En la segunda fase, dise~no de la trayectoria didactica, se realiza el analisis a prio-
ri de una seleccion de problemas y se ja la secuencia en la que estas se presentaran.
Se indican, por un lado, los comportamientos esperados de los estudiantes en su re-
solucion, y por otro lado, se planican las intervenciones controladas del docente. Las
situaciones-problemas de la seleccion deben ser representativas, desde el punto de vista
de la idoneidad epistemica. La representatividad de una situacion se mide en relacion al
signicado de referencia, y a las practicas y a los objetos que se ponen en funcionamiento
en su resolucion.
La tercera fase consiste en la implementacion del dise~no instruccional . El dise~no
instruccional de la situacion-problema puede estar compuesto por tareas, y cada una de
ellas puede consistir asimismo en una subconguracion.
\Una conguracion didactica es un segmento de actividad didactica que
se distribuye entre los momentos de inicio y nalizacion de una tarea
o situacion-problema dise~nada o implementada. Incluye, por tanto, las
acciones de los estudiantes y del profesor, as como los medios planicados
o usados para abordar el estudio conjunto de la tarea." (Godino et al.,
2014, 7).
A lo largo del analisis del proceso de estudio, pueden ocurrir hechos didacticos (Wil-
helmi, Font y Godino, 2005) susceptibles de ser analizados. Los hechos didacticos pueden
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aparecer con cierta regularidad (constituyen un fenomeno en el marco de la teora) o sin
ella (dan pie a teoremas de existencia y a contraejemplos). Un hecho particular puede
ser signicativo desde el punto de vista del docente, el estudiante o desde un punto de
vista institucional.
\[. . . ] Un hecho didactico es signicativo si las acciones o practicas
didacticas que lo componen desempe~nan una funcion, o admiten una in-
terpretacion, en terminos del objetivo instruccional pretendido." (Godino
et al., 2014, 7)
La cuarta y ultima fase la constituye la evaluacion o el analisis retrospectivo. En esta
fase se contrasta lo previsto en la fase de dise~no con lo observado en la implementacion
de la trayectoria didactica. De esta forma, se realiza una reexion sobre la dimension
normativa, sobre los condicionantes del proceso de instruccion y se discute la idoneidad
didactica del dise~no. La idoneidad de un proceso de estudio mide la adecuacion de los
signicados pretendidos respecto de los signicados logrados (Godino, 2003; Godino, y
Font, 2005), una vez se han establecido los criterios de idoneidad con los que valorar
esta distancia. Wilhelmi, Godino y Bencomo (2004) sintetizan los criterios de idonei-
dad teniendo en cuenta tres dimensiones: epistemologica, cognitiva e instruccional. Se
valoran, entre otros aspectos, la adecuacion del signicado institucional de referencia
al mostrado, las restricciones de los recursos materiales y temporales disponibles, y la
negociacion entre docente y estudiante de los signicados personales e institucionales.
4.3. ID y metodos estadsticos
En la seccion 4.2 se ha adelantado la justicacion del cambio de terminologa en
el dise~no de una trayectoria didactica. La sustitucion de los terminos analisis a priori ,
experimentacion y analisis a posteriori , por los mas novedosos dise~no, implementacion
y evaluacion, respectivamente, responde a un intento por dar respuesta a la utilizacion
de distintos metodos para la validacion tanto interna como externa de las trayectorias
didacticas. De esta forma, el fundamento metodologico de un contraste en un dise~no
experimental puede ser estadstico o cualitativo. En este contexto, Wilhelmi y Lacasta
(2011) tratan tambien la polemica cualitativo-cuantitativo en relacion a los metodos
estadsticos utilizados en el analisis didactico.
\La polemica cualitativo-cuantitativo en la que haba desembocado la
crtica al positivismo y al empirismo radical, coarta los metodos estadsti-
cos utilizables. En concreto, en una perspectiva estrechamente cuantitati-
va, como ya hemos dicho, se prima excesivamente la estadstica inferencial
parametrica, que exige supuestos difcilmente constatables en la mayora
de los casos. Por otro lado, en una perspectiva exclusivamente cualitati-
va, se descuidan las cuestiones de validez y de contraste de hipotesis. Sin
embargo, el contraste entre el analisis a priori y a posteriori de la inge-
niera didactica permite evitar esta polarizacion y sus efectos." (Wilhelmi
y Lacasta, 2011, 60-61)
La ID como metodo de investigacion permite abrir el abanico de metodos estadsticos
sin cortapisas. El analisis multivariante, el analisis implicativo (Gras, Suzuki, Guillet y
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Spagnolo, 2008), surgido desde la didactica de las matematicas, la estadstica descriptiva,
la estadstica inferencial parametrica y no parametrica, todo ello encuentra su acomodo
y mejor adaptacion a las caractersticas de los datos recogidos.
En el uso de metodos cuantitativos, destacan la estadstica descriptiva o inferencial,
y el predominio de variables cuantitativas (Godino et al., 2011). Los datos numericos se
pueden obtener directamente a partir de dise~nos experimentales, en los que se realiza un
contraste pre-test / pos-test sobre una muestra aleatoria, o se puede recurrir a dise~nos
no experimentales, como el analisis de encuestas. Los metodos cualitativos de recogida
de datos engloban estudios etnogracos, estudios de casos, entrevistas semiestructuradas
que recogen informacion personal sobre una experiencia, observaciones realizadas sobre
un proceso de ense~nanza para el estudio de comportamientos, estudios de documentos
existentes o el analisis de un discurso. El analisis es interpretativo y el desarrollo de la
descripcion es narrativo.
Los metodos cuantitativos tienen la ventaja de tener una base teorica que permite
la generalizacion de resultados a una poblacion (siempre y cuando la muestra sea su-
cientemente grande y aleatoria) y la prediccion de hechos cuanticables, ademas de
permitir una manipulacion numerica precisa y rapida que deje de lado interpretacio-
nes ambiguas y establezca relaciones plausibles de causa y efecto (Lacasta y Wilhelmi,
2011). Sin embargo, puede haber sesgos, si los investigadores no se ponen de acuerdo en
la interpretacion de las categoras de las variables estadsticas cualitativas.
Los puristas no ven de buen grado la utilizacion mixta de metodos cualitativos y
cuantitativos (Castro y Godino, 2011). Aun y todo, hay quien considera que el metodo
mixto se debe emplear en toda investigacion, de forma universal. Las metodologas
mixtas, que combinan metodos cualitativos y cuantitativos, se consideran, por regla
general, mas costosas, puesto que un unico investigador debe conocer el alcance y la
pertinencia de cada metodo, y la investigacion puede requerir, por ello, un equipo. Sin
embargo, permite aprovechar las fortalezas de los metodos cualitativos y cualitativos, y
de metodos adicionales, integrando el uso de la palabra y el numero, junto con guras
complementarias. Un ejemplo de investigacion basada en una metodologa mixta, puede
ser aquella en la que se comienza con una encuesta, con el n de generalizar los resultados
a una poblacion, y despues, en una segunda fase, se centra en entrevistas abiertas y
cualitativas para conocer los puntos de vista detallados de los participantes.
En un nivel superior, los estudios teoricos en didactica tienen por objetivo la discusion
losoca, y engloban una teora general, sin recurrir necesariamente a ningun metodo
estadstico particular. De hecho, en el marco de las investigaciones en didactica de las
matematicas en Espa~na, en la ultima decada, los estudios cualitativos de interpretacion
y de estudio de casos, en los que se realizan descripciones o narraciones de hechos y
secuencias en procesos de ense~nanza y aprendizaje, destacan sobre los estudios mixtos
y cuantitativos (Godino et al., 2011).
En investigaciones realizadas dentro de los marcos teoricos de la TSDM y el EOS,
Lasa y Wilhelmi (2015b) y Lacasta, Lasa y Wilhelmi (2012) han complementado los
enfoques cualitativo y cuantitativo, integrando en la metodologa de sus investigaciones,
entre otros metodos, el estudio de casos clnicos, el analisis de los comportamientos
esperados y observados, la estadstica descriptiva y el analisis estadstico-implicativo. En
el analisis a posteriori del captulo 8, se utilizan todas estas herramientas metodologicas,
junto con el contraste de proporciones, para obtener informacion de analisis a partir de
los resultados de la experimentacion.
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Presentacion
La genesis historica del saber \resolucion de ecuaciones e inecuaciones" da idea
del desarrollo que han tenido las nociones y los procesos matematicos, desde la
antiguedad. La antropologa de este topico pone en relevancia que, en ausen-
cia de un lenguaje algebraico, la resolucion de ecuaciones se apoya en aspectos
numericos, funcionales y geometricos. As, el punto de vista historico permite
identicar elementos con los que se avanza en la descripcion de las dimensiones
epistemologica, cognitiva y de ense~nanza del topico \resolucion de ecuaciones
e inecuaciones". El desarrollo teorico se utiliza para articular un estudio piloto
en el marco universitario de profesores en formacion, en el que se introduce el
instrumento GeoGebra.
Los resultados del estudio piloto ayudan a enfocar el dise~no de la experimen-
tacion. Se identican los contenidos previos y emergentes para implementar un
proceso de estudio en 4o ESO en torno a la resolucion de un sistema de ecuacio-
nes con una ecuacion lineal, con la asistencia de un modelo dinamico. Los niveles
de algebrizacion ayudan a construir un signicado de referencia, con el que se
concretan el modelo dinamico y el campo numerico.
Los resultados de la experimentacion permiten obtener conclusiones en torno
a la gestion del tiempo en sesiones en las que se solicita a los estudiantes la
exploracion de una tarea con la asistencia de un modelo dinamico, la inuencia
del pensamiento algebraico y del campo numerico de referencia en las propuestas
de resolucion de los estudiantes, y sobre todo, la inuencia que tiene el orden de
aplicacion de las tecnicas empleadas en la ejecucion, por parte de los estudiantes,
de una tarea de resolucion de ecuaciones.
En base a los resultados obtenidos, se puede concluir que el orden de ejecucion de
la tarea inuye en la forma en la que los estudiantes avanzan en sus aprendizajes.
Se obtienen, de esta forma, indicaciones y sugerencias para futuras experiencias.
Aurkezpena
Ekuazioen eta inekuazioen ebazpenaren genesi historikoaren baitan, ikus dai-
teke antzinatetik matematikaren arlo horrek izan duen garapena. Arlo horren
antropologiak argi uzten du nola hizkera aljebraikorik ezean, ekuazioen ebazpe-
na oinarritzen den aspektu aritmetiko, funtzional eta geometrikoetan. Honela,
ikuspuntu historikoari esker, identika daitezke zenbait elementu aukera ematen
dutenak ekuazioen eta inekuazioen ebazpena aztertzeko dimentsio epistemologi-
ko eta kognitibotik, eta irakaskuntzaren dimentsiotik. Garapen teorikoa erabili
da azterketa pilotu bat artikulatzeko, irakasleen trebakuntzaren unibertsitateko
markoaren baitan, non GeoGebra instrumentua erabili den.
Azterketa pilotuaren emaitzek aukera ematen dute esperimentazioaren diseinuan
aurrera egiteko. Identikatu dira DBHko 4 mailan ekuazio ez lineal bat daukan
sistema bat eredu dinamiko baten laguntzarekin ebazteko beharrezkoak diren al-
dez aurreko edukiak eta azaleratuko diren edukiak. Aljebra-mailek aukera ematen
dute erreferentziazko esanahi bat eraikitzeko, eta horren arabera zehazten dira
eredu dinamikoa eta zenbakizko eremua.
Esperimentazioaren emaitzei esker, zenbait ondorio atera daitezke, hala nola: den-
boraren kudeaketaren inguruan, eredu dinamiko baten laguntzarekin ikasleek ze-
regin bat esploratu behar dutenean; pentsamendu aljebraikoaren eta erreferen-
tziazko zenbakizko eremuaren eraginari buruz, ikasleen ebazpenetan; eta, batez
ere, erabilitako teknikaren aplikazioaren ordenak ikasleen ebazpenean duen era-
ginaren inguruan, ekuazioen ebazpenerako zeregin batean.
Lorturiko emaitzen arabera, teknikaren ordenak eragina du zereginaren ebazpe-
nean eta ikaslearen ikaskuntzan. Honela, etorkizuneko esperientzietarako indikat-
zaileak eta aholkuak lortu dira.
Presentation
The historical genesis of the resolution of equations and inequations gives an idea
of the development of the topic from ancient civilizations. The anthropology of
the topic shows the use of numerical, functional and geometrical aspects, in the
absence of algebraic language. Thus, thanks to the historical point of view, we
can identify elements to analyze the epistemological, cognitive and educational
dimensions of the topic \resolution of equations and inequations". A pilot study
is developed and implemented, within the theoretical frame, in the context of a
university teacher-training program, whit the instrument GeoGebra.
The results of the pilot study give clues to design and implement an experimental
experience with college students (age 15-16). We identify previous and emergent
contents to solve a system of equations with a non-linear equation, assisted by a
dynamic model. Algebrization levels are useful to construct a reference meaning,
design a dynamic model and concrete de numerical domain.
We can obtain some conclusions from the experimental results, such us: time
management when students explore a task with a dynamic model; the inuence
of the algebraic mentality and the numerical domain in the resolution of the
task; and, above all, how student resolutions is inuenced by the sequence of
application of dierent techniques.
The results indicate how the sequence of application of dierent techniques in-
uence the resolution of the task. Therefore, we can advise and counsel for future
experiences.

Captulo 5
Estudio previo
Breve resumen
Partiendo de una antropologa del saber \ecuaciones e inecuaciones", desde la an-
tiguedad hasta la actualidad, se analizan en este captulo las dimensiones epistemologica,
cognitiva y de ense~nanza. La estructura del saber, las dicultados con las que encuentra
el estudiante y su encaje curricular se analizan a partir de las herramientas teoricas
presentadas en los captulos 3 y 4.
Laburbilduma
\Ekuazioak eta inekuazioak" jakintzaren antropologiatik abiatuz, antzinatetik gaur arte,
kapitulu honetan aztertzen dira dimentsio epistemologiko eta kognitiboa eta irakaskun-
tzaren dimentsioa. 3 eta 4 kapituluetan aurkezturiko tresna teorikoak erabiliko dira ja-
kintzaren egitura, ikasleak izango dituen zailtasunak eta curriculumarekin izango duen
lotura aztertzeko.
Short summary
We begin this chapter with the anthropology of the knowledge \equations and inequa-
tions", from ancient civilizations until the present, and we continue presenting the epis-
temological, cognitive and educational dimensions of the topic. Then, we use the theore-
tical tools presented in chapters 3 and 4 to describe the structure of the knowledge, the
diculties the student would confront and the curriculum structure.
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5.1. Antropologa del saber \ecuaciones e inecuaciones"
En las civilizaciones de la antiguedad las tareas matematicas son menester de es-
cribanos, funcionarios y religiosos. Estas tareas tienen por objetivo la resolucion de un
problema practico determinado, por ejemplo, el reparto real de un numero de hogazas
de pan, o el calculo de un area de labranza a partir de medidas conocidas. A pesar de
que estos problemas son particulares, los textos de la antiguedad recogen procedimien-
tos abstractos que describen la forma de proceder en cada caso. Los procedimientos se
ejemplican con numeros concretos, pero estos carecen de un contexto real, y su moti-
vacion es, sin duda alguna, la descripcion de un procedimiento general aplicable a un
tipo de problema; es decir, se pretende mostrar la potencia de una determinada tecnica
de calculo. En Babilonia, Egipto o China, estos procedimientos se recogen en papiros o
tablas de arcilla.
Antes de que la cultura arabe introdujera el lenguaje algebraico, tanto los enunciados
como los argumentos para su resolucion se representaban de forma verbal y geometrica.
Ademas, antes de que en Grecia se demostrara la existencia de numeros no conmensu-
rables o irracionales, el campo numerico tratado estaba restringido a los racionales. Por
ejemplo, en Egipto, solo se emplean fracciones alcuotas, es decir, todo numero racional
se representa como suma de fracciones unitarias positivas, con la excepcion de fraccio-
nes particulares comunes, como 23 y
3
4 . Los numeros negativos, al igual que el cero, no
tenan un estatus propio. Se permita su utilizacion en cuentas auxiliares y las reglas
aritmeticas para operar con ellos eran conocidas, pero nunca se empleaban para indicar
soluciones.
\Para la sustraccion: si se tienen dos cantidades del mismo signo, se resta
una de la otra; si se tienen dos cantidades de distinto signo, se suman una
a la otra; si se resta una cantidad positiva del 0, se obtiene una cantidad
negativa; si se resta una cantidad negativa del 0, se obtiene una cantidad
positiva. Para la adicion: si se tienen dos cantidades de distinto signo, se
resta una de la otra; si se tienen dos cantidades de igual signo, se suman
una a la otra; un positivo y el cero hacen un positivo; un negativo y el
cero hacen un negativo." (Katz, 1998, 19)
La ausencia de un lenguaje algebraico consolidado no implica una ausencia de tecni-
cas y procedimientos mas o menos estandarizados. Se observa que la tecnica de regula
falsi era ampliamente conocida, y en ocasiones aparece implcita en el argumento del
escriba. La tecnica de ensayo y error es mas primitiva, y consiste en realizar una serie
de ensayos, que se validan con posterioridad. El numero de ensayos infructuosos puede
variar en funcion de multiples factores, hasta dar con un ensayo valido. A diferencia de
la tecnica de ensayo y error, en regula falsi se realiza un unico ensayo, y la fortaleza
del metodo consiste en el analisis que se realiza de este primer ensayo, para dar con
el resultado del problema en un segundo ensayo denitivo. Ademas, la tecnica regula
falsi subyace como metodo auxiliar en otros procedimientos. En ocasiones, regula falsi
aparece implcito en los pasos iniciales de la resolucion de un problema, y el escriba
omite su referencia explcita, dando a entender que el uso de esta tecnica forma parte
de la cultura matematica de la epoca.
Las reglas para operar con numeros negativos eran conocidas, pero carecan de un
estatus propio. Por ello, otros procedimientos algortmicos para la resolucion de pro-
blemas, como el metodo de \excedente y escases", solo presentan de forma que solo
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funcionan con cantidades positivas: no funciona para dos excedentes o dos escaseces, a
pesar de que una formulacion general del algoritmo, ampliado el campo numerico ra-
cional, s lo permite. En la tradicion china, las cantidades numericas se representan en
columnas verticales, y por ello, el metodo de Gauss tiene, en origen, una representacion
asimismo vertical. La ausencia de una cantidad particular en una entrada de la tabla
motiva la aparicion del numero aditivo neutro, el cero, como equilibrio entre valores
sobrantes y carencias, pagos y deudas, repartos y devoluciones, etc. Precisamente, fue
la necesidad de redactar textos cientcos, formulas matematicas y qumicas, la que mo-
tivo, a principios del siglo XX, un cambio en la orientacion de la escritura tradicional
oriental, la cual se occidentaliza.
Otra de las tecnicas auxiliares que no es obvia en una primera lectura, que aparece
de forma recurrente e implcita en la solucion de problemas, y que evidencia el momento
de desarrollo de la cultura matematica en las civilizaciones antiguas, es la tecnica del
monton. Se trata de un resultado de proporcionalidad simple unido al uso de la propiedad
distributiva.
\Frecuentemente se encuentra la operacion, denominada xay (monton),
que corresponde a la solucion de una ecuacion lineal de la forma a1x +
a2x+ : : :+ anx = b." (Rbnicov, 1991, 27)
Las tecnicas de resolucion de ecuaciones e inecuaciones contemplan el caso compa-
tible determinado, es decir, los problemas tratados son reales, y se espera en ellos un
numero nito de soluciones. Se pueden encontrar ejemplos que tratan sistemas compa-
tibles indeterminados, pero en todos ellos solo se contempla una solucion particular, y
no hay ningun registro escrito que considere la existencia de innitas soluciones.
A continuacion se detallan los metodos de resolucion de ecuaciones empleados en las
civilizaciones de la antiguedad. Para cada metodo de resolucion, se describe en primer
lugar el metodo empleado, y se presentan a continuacion algunos ejemplos. Las fuentes
provienen de tablas de arcilla y papiros, que llevan el nombre del arqueologo responsable
de la campa~na particular en los que se recupero el soporte fsico. Asimismo, todos los
ejemplos siguen el mismo esquema de presentacion:
Enunciado.
Simbologa y resolucion algebraica actual.
Resolucion original.
Objetos matematicos involucrados.
La informacion relativa a los textos historicos se ha tomado del Papiro de Moscu,
Papiro Rhind, Jiuzhang Chino, y de tablas babilonias. Las tecnicas expuestas se ejempli-
can en problemas resueltos, y carecen de justicacion alguna en los papiros: las tecnicas
no se demuestran, y no se relata quien los encontro ni de que modo. Se trata de una
larga lista de problemas-tipo, que sirven de catalogo para los escribas. A pesar de no
demostrar ni validad las tecnicas, se comprueba su utilidad en casos practicos, y son una
muestra del estado del conocimiento de la ciencia matematica de la epoca.
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5.1.1. Empezar por el nal
Esta tecnica consiste en aplicar transformaciones aritmeticas directas o inversas (en
funcion de la posicion del dato en el miembro de la ecuacion) a las cantidades conocidas
del enunciado del problema. El metodo resulta util en la resolucion de ecuaciones lineales
en una incognita, cuando el numero de operaciones aritmeticas directas es elevado. Se
emplea, en especial, si la ecuacion algebraica que resulta del enunciado es excesivamente
larga y contiene un gran numero de terminos agrupados en distintos niveles o parentesis.
La tecnica empezar por el nal supondra, en una representacion algebraica, \pasar" los
terminos de un miembro a otro de la ecuacion, hasta despejar la incognita, realizando
en cada paso el calculo aritmetico inverso.
Ejemplo 13 (Problema del Papiro de Moscu) 1 Encontrar un numero tal que,
multiplicado 1 vez y media y sumado 4, de como resultado 10.
Simbologa y resolucion algebraica actual.
 
1 + 12

x+ 4 = 10 =) 32x+ 4 = 10
3
2x = 10  4 =) 32x = 6
x = 623 =) x = 4
Resolucion original. Empezar por el nal consiste en este caso en aplicar ope-
raciones inversas al resultado \10". El escriba sustrae 4 de 10, y obtiene 6. A
continuacion, multiplica 23 a 6, dado que
2
3 es el inverso de 1
1
2 , y se obtiene 4.
10
 4 ! 6 (1+
1
2
) 1 ! 4
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural. Los
numeros racionales positivos se expresan como la suma de una serie nita
de fracciones con numerador unitario; se exceptuan las fracciones propias
sencillas, como 23 .
 Situacion-problema. Situacion intramatematica. El problema se presenta en
un contexto aritmetico-algebraico.
 Conceptos-deniciones. Adicion, sustraccion y multiplicacion de numeros ra-
cionales positivos. Inverso de un racional positivo.
 Proposiciones-propiedades. Igualdad de soluciones en ecuaciones equivalentes.
 Procedimientos. Empezar por el nal. La division por un numero racional
es equivalente a la multiplicacion por su inverso: ar = ar
 1. Uso de tablas
tabuladas para asistir las operaciones aritmeticas.
1Papiro de Moscu: Recuperado en 1883 por Golenishchev, llevo su nombre hasta 1912, a~no en el
que se hace cargo del papiro el Museo de Bellas Artes de Moscu. El papiro contiene una coleccion de
25 problemas matematicos, y tiene unas dimensiones de aproximadamente 5; 5 m de largo por 8 cm de
ancho.
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 Argumentos. El procedimiento de resolucion oculta el calculo auxiliar del
inverso de una fraccion: (112)
 1 = 23 . Este conocimiento es obvio para los
escribas de la epoca, que podan consultar estos valores en tabulaciones en
tablas de arcilla.
Ejemplo 14 (Problema 31 del Papiro Rhind) 2 Encontrar una cantidad tal que,
sumando a dicha cantidad 23 ,
1
2 y
1
7 de la misma, de como resultado 33.
Simbologa y resolucion algebraica actual.
x+ 23x+
1
2x+
1
7x = 33 =) 9742x = 33
x = 334297 =) x = 138697
Resolucion original. El escriba procede de la siguiente forma. Aplica la operacion
del xay o del monton, es decir, suma 123 ,
1
2 y
1
7 , para obtener 2
1
4
1
20
1
105 , y a continua-
cion, divide 33 por el resultado. Los calculos auxiliares intermedios y el resultado
nal se expresan como una combinacion de parte entera y serie nita de fracciones
positivas con numerador unitario, es decir, 1414
1
26
1
5044 .
123 +
1
2 +
1
7 = 2
1
4
1
20
1
105  ! 33 214 120 1105 = 1414 126 15044
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural. Los
numeros racionales positivos se expresan como suma de una serie nita de
fracciones con numerador unitario; se exceptuan las fracciones propias senci-
llas, como 23 .
 Situacion-problema. El problema se presenta en un contexto aritmetico-
algebraico. Situacion intramatematica.
 Conceptos-deniciones. Adicion y division de numeros racionales positivos.
 Proposiciones-propiedades. Propiedad distributiva del producto con respecto
de la suma. Igualdad de soluciones en ecuaciones equivalentes.
 Procedimientos. Empezar por el nal. Las operaciones aritmeticas basicas
con numeros racionales positivos se asisten a partir de tablas con resultados
tabulados.
 Argumentos. El procedimiento de resolucion ejemplica el uso de la propiedad
distributiva, sin hacer mencion explcita a la misma. Es decir, las propieda-
des de las ecuaciones lineales son un conocimiento obvio para los escribas
de la epoca:
P
(aix) = (
P
ai)x. Este conocimiento se emplea de forma na-
tural como calculo previo a la aplicacion del metodo empezar por el nal.
Una vez resuelto este paso, resulta una operacion de calculo de proporcio-
nes. En este paso, a diferencia del escriba del papiro de Moscu (ejemplo 13),
2Papiro Rhind : Escrito por el escriba Ahmes a mediados del siglo XVI a.C, es una copia de otro
original del siglo XIX a.C. El papiro fue adquirido por Henry Rhind en 1858y contiene una coleccion de
84 problemas matematicos. Tiene unas dimensiones de aproximadamente 5; 5 m de largo y 0; 32 m de
ancho.
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el escriba del papiro Rhind utiliza la division para resolver la misma opera-
cion. La utilizacion de una u otra tecnica no guarda relacion con la magnitud
de las cantidades que participan en el enunciado; tampoco tiene relevancia
las manipulaciones que requiere la expresion del numero racional dentro del
procedimiento que resuelve el problema.
5.1.2. Regula falsi
El metodo de la falsa posicion o regula falsi consiste en realizar una primera esti-
macion a la solucion del problema, y a continuacion ajustar esta primera estimacion,
aplicando resultados de lienalidad. A simple vista, el metodo de regula falsi guarda cierta
apariencia con el metodo de ensayo y error, en el cual se acota la resolucion a partir de
un numero nito de ensayos. Sin embargo, en regula falsi, el analisis de la primera apro-
ximacion permite obtener la solucion en tres fases: (A) Ensayo inicial (regula falsi); (B)
analisis del ensayo; (A') ensayo denitivo. Esta tecnica permite resolver problemas de
proporcionalidad simple, y la resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales,
en los que el ajuste de la estimacion se realiza aplicando propiedades de linealidad.
Ejemplo 15 (Problema 26 del Papiro Rhind) Encontrar una cantidad tal que, su-
mando a dicha cantidad un 14 de la misma, el resultado sea 15.
Simbologa y resolucion actual.
f(x) = x+
1
4
x = 15

f(4) = 4 + 144 = 5 6= 15
f(a4) = af(4) = a5 = 15
a = 15=5 = 3 =) x = 3 4 = 12
Resolucion original. El enunciado requiere la manipulacion de la fraccion 14 . Por
ello, el escriba realiza una estimacion previa y asume que la solucion al problema
es 4 (bien podra ser cualquier multiplo de 4). Se asume temporalmente que el
valor de la cantidad es 4, y partir de este resultado, se obtiene que 4 y un 14 de 4
dan 5. Como 5 no es el resultado buscado, se aplican las propiedades de la funcion
lineal: habra que multiplicar 3 a 5 para obtener 15. Finalmente, se multiplica 3 a
4 y se obtiene 12, la solucion al problema.
Cantidad Comprobacion Analisis
(A) Ensayo inicial 4 5 a 5 = 15, a = 3
(A') Ensayo denitivo 12 15 correcto
Objetos matematicos involucradas.
 Lenguaje. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural.
 Situacion-problema. El problema se presenta en un contexto aritmetico-
algebraico. Situacion intramatematica.
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 Conceptos-deniciones. Suma, multiplicacion y division de numeros raciona-
les positivos. Funcion lineal. Crecimiento y decrecimiento de una funcion.
Proporcionalidad simple.
 Proposiciones-propiedades. Propiedades de la funcion lineal, en el caso parti-
cular de una funcion lineal en una variable, f(ax) = af(x).
 Procedimientos. Regula falsi. Obtencion del coeciente de proporcionalidad
a, en una expresion lineal y = ax, a partir de los valores particulares de las
variables x e y.
 Argumentos. Se realiza el analisis de un ensayo en regula falsi. La discusion
del proceso requiere de argumentos funcionales, en relacion al incremento
proporcional de cantidades.
Ejemplo 16 (Problema del texto VAT8389) 3 El primero de dos cultivos produce
2
3 de sila
4 por cada sar5. El segundo produce 12 de sila por cada sar. El primer cultivo
produjo 500 silas mas que el segundo, y entre los dos cultivos hacan un total de 1 800
sar. >Cuanto mide cada cultivo?
Simbologa y resolucion actual.
f(x; y) = 23x  12y = 500
g(x; y) = x+ y = 1800

f(900; 900) = 23900  12900 = 150 6= 500 ) 500  150 = 350
f(a; a) = af(1; 1) = a(23   12) = a76 = 350 ) a = 35067 = 300
x+ a = 900 + 300 = 1 200 ; y   a = 900  300 = 600
Resolucion original. El escriba realiza una estimacion inicial de 900 sar para cada
cultivo. A continuacion calcula 23900   12900 = 150. La diferencia entre el 500
deseado y el 150 obtenido, es de 350. El ensayo inicial no da con la solucion, pero
permite analizar la situacion.
En la fase de analisis, el escriba argumenta que cada aumento en 1 unidad de la
variable x y cada disminucion en 1 unidad de la variable y produce un aumento en
la \funcion" f(x; y) = 23x  12y, equivalente a 23 + 12 = 76 unidades. Por lo tanto, se
requiere resolver la ecuacion 76s = 350 para conocer el numero de incrementos s que
son necesarios para llegar a la solucion correcta, dando como resultado s = 300.
Esta informacion permite realizar un ensayo denitivo: sumando 300 a 900 se
obtiene x = 1200, y restando 300 de 900 se obtiene y = 600, la solucion correcta
al sistema.
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural.
3VAT8389: Se trata del codigo con el que el Museo del Antiguo Cercano Oriente en Berln guarda la
tabla de arcilla que contiene el problema.
4Sila: Medida de capacidad equivalente a 0,84 litros.
5Sar : Medida de area equivalente a 36 m2, aproximadamente.
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Cantidades Comprobacion Analisis
(A) Ensayo inicial (900, 900) 150 500 - 150 = 350
350 76 = 300
(A') Ensayo denitivo (1200, 600) 500 correcto
 Situacion-problema. Situacion extramatematica de contexto productivo.
 Conceptos-deniciones. Suma, resta, multiplicacion y division de numeros
racionales positivos. Inverso de un racional positivo. Funcion lineal en va-
rias variables. Crecimiento y decrecimiento de una funcion. Proporcionalidad
simple. Magnitudes de area y capacidad.
 Proposiciones-propiedades. Propiedades de la funcion lineal, en el caso de una
funcion lineal en dos variables, f(ax; ay) = af(x; y).
 Procedimientos. Regula falsi. Obtencion del coeciente de proporcionalidad
a, en una expresion lineal z = af(x; y), a partir de valores particulares de las
variables x, y y z.
 Argumentos. Se realiza el analisis de un ensayo en regula falsi. La discusion
del proceso requiere de argumentos funcionales, en relacion al incremento
proporcional de cantidades.
5.1.3. Metodo de \excedente y escasez"
Al igual que regula falsi, el metodo de \excedente y escasez" permite tambien la reso-
lucion de sistemas de ecuaciones lineales, aplicando propiedades lineales a una estimacion
previa del sistema. A diferencia de regula falsi, el metodo requiere de dos estimaciones
iniciales, en lugar de una. La solucion correcta se obtiene al \pivotar" la solucion sobre
las dos estimaciones previas. El procedimiento es, por tanto, algortmico, y los calculos
realizados sobre dos estimaciones evitan la fase de analisis del ensayo inicial.
Al igual que en los metodo anteriores, en este procedimiento se trabaja unicamente
con valores positivos. Por ello, para que el metodo funcione, es necesario un \excedente"
y una \escasez", una \pertenencia" y una \deuda", etc.
Ejemplo 17 (Problema 17 del captulo 7, Jiuzhang) 6 El precio de 1 acre de bue-
na tierra es 300 piezas de oro. El precio de 7 acres de mala tierra es de 500 piezas de oro.
Un agricultor compra 100 acres de tierra y paga por ello 10 000 piezas de oro. >Cuanta
tierra buena y mala compro?
Simbologa y resolucion actual.
f(x; y) = x+ y = 100
g(x; y) = 300x+ 5007 y = 10 000

g(x1; y1) = g(20; 80) = 11 714
2
7 ) b1 = 11 71427   10 000 = 1 71427
g(x2; y2) = g(10; 90) = 9 428
4
7 ) b2 = 942847   10 000 =  57137
6Jiuzhang suanshu: \Nueve captulos del arte matematico", escrito por Liu Hui en el siglo III; el
original datara de comienzos de nuestra era.
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x =
x1b2   x2b1
b2   b1 =
20 ( 57137)  80 1 71427
 57137   1 71427
= 12
1
2
y = 100  x ) y = 100  121
2
= 87
1
2
Resolucion original. Se realizan dos estimaciones iniciales. Sugoniendo que se com-
praran 20 acres de tierra buena y 80 de tierra mala (x1 = 20, y1 = 80), el excedente
sera de 1 71427 . A su vez, en caso de haber camprado 10 acres de tierra buena y
90 de tierra mala (x2 = 10, y2 = 90), la escasez es de 571
3
7 . El escriba presenta
de forma intencionada dos estimaciones alternas: una con excedente y otra con
escasez, dado que la tecnica que emplea esta restringida al campo numerico de los
racionales positivos.
En la fase de analisis, el escriba compara el resultado de la funcion con las canti-
dades estimadas y el valor desconocido de la solucion. La diferencia entre el primer
valor aproximado (x1 = 20) y el valor de la solucion (x) conlleva un cambio en la
\funcion" f(x; y) = 300x+ 5007 y de b1 = 1714
2
7 , mientras que una diferencia entre
el valor aproximado x2 = 10 y el valor correcto x trae consigo un cambio negativo
en la funcion de b2 = 571
3
7 . La linealidad implica igualdad en los ratios de cada
pareja de cambios, de los cuales se obtiene la siguiente proporcion:
20  x
1 71427
=
x  10
57137
O de forma general,
x1   x
b1
=
x2   x
b2
Tras despejar la incognita, se obtiene la solucion deseada para x,
x =
b1x2 + b2x1
b1 + b2
El resultado, 1212 acres, corresponde a la cantidad de tierra buena. La cantidad de
tierra mala, 8712 , se obtiene de forma inmediata.
En la resolucion original, la secuencia de manipulaciones arimeticas supone, de
facto, el uso del valor absoluto. Las cantidades \excedente" (b1) y \escasez" (b2) son
valores numericos mayores que 0, y el escriba se deshace del signo. Una ampliacion
del campo numerico al conjunto de los numeros racionales (b1, b2 2 Q) implica el
uso de valores absolutos:
20  x
j1 71427 j
=
x  10
j   57137 j
;
x1   x
jb1j =
x  x2
jb2j ; x =
jb1jx2 + jb2jx1
jb1j+ jb2j
Sin embargo, al ampliar el conjunto numerico de referencia, la tecnica tambien
funciona si se toman dos \excedentes" o dos \escaseses". En este caso, una modi-
cacion de las expresiones hace innecesario el uso de valores absolutos, y se llega
a la expresion general:
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20  x
1 71427
=
 10 + x
 57137
;
x1   x
b1
=
x2   x
b2
; x =
x1b2   x2b1
b2   b1
En ellas, se observa que al ampliar el conjunto numerico de referencia, los valores
absolutos dejan de ser necesarios. La tecnica tambien funciona, en este caso general,
si se toman \dos excedentes" o \dos escaseces".
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural.
 Situacion-problema. Situacion extramatematica de contexto productivo. Pro-
blema economico de reparto de areas.
 Contenidos-deniciones. Suma, resta, multiplicacion y division de numeros
racionales positivos. Valor absoluto. Funcion lineal. Creciciento y decreci-
miento de una funcion. Proporcionalidad simple. Razon de proporcionalidad.
 Proposiciones-propiedades. Propiedades de la funcion lineal, en el caso de una
funcion lineal en dos variables.
 Procedimientos. Algoritmo del metodo de excedente y escasez. Ensayo inicial
con el metodo de regula falsi. Obtencion de una proporcion, a partir de una
igualdad en los ratios de parejas de cambios en una funcion lineal. Regla del
pivote.
 Argumentos. La argumentacion se basa en dos estimaciones previas sobre las
que se \pivota" para obtener la solucion. El algoritmo general, que funciona
en el campo de los numeros racionales, se modica a partir del valor absoluto,
para restrinjir su uso al campo numerico positivo. Esta modicacion implica, a
su vez, la necesidad de tener un \excedente" y una \escasez", necesariamente.
5.1.4. Reparto proporcional y reparto en progresion aritmetica
En la antiguedad, los repartos de bienes o los pagos por servicios prestados se distri-
buyen segun castas o niveles sociales. Tanto en la estructura militar como en la sociedad
civil, un reparto entre n sujetos se realiza en terminos de una proporcion simple entre
numeros naturales o en terminos de una progresion aritmetica nita.
El primer procedimiento requiere el reparto de una cantidad C en n cantidades que
respetan la proporcion a1 : a2 : : : : : an. En el segundo procedimiento, una cantidad C
se reparte entre n personas, de forma que la diferencia d entre cantidades consecutivas
es constante, es decir, las cantidades que forman la sucesion nita fa1; : : : ; ang respetan
la progresion aritmetica ak = a0 + d k, 8k 2 f1; : : : ; ng y
Pn
k=1 ak = C.
Ejemplo 18 (Problema 1 del captulo 3 del Jiuzhang) Hallar la forma de repar-
tir 5 ciervos entre 5 ociales siguiendo la proporcion 5 : 4 : 3 : 2 : 1.
Simbologa y resolucion actual.
Total de partes a repartir: 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15.
Fraccion correspondiente a cada ocial: 515 ,
4
15 ,
3
15 ,
2
15 ,
1
15 .
En el reparto de 5 unidades entre los 5 ociales, cada ocial recibe, respectivamen-
te: 123 , 1
1
3 , 1,
2
3 ,
1
3 .
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Resolucion original. El primer lugar, el autor suma los cinco terminos de la propor-
cion y obtiene 15. En este primer paso, se esta utilizando implcitamente el metodo
de regula falsi, es decir: si hubiera 15 ciervos a repartir, cada ocial obtendra una
cantidad entera positiva de ciervos. A continuacion, en la fase de analisis del en-
sayo inicial, el escriba multiplica cada uno de los numeros de la proporcion por 5
ciervos y divide por 15. De esta manera, en el ensayo denitivo, se obtienen los
valores solucion del problema: el ocial mas importante obtiene 123 de ciervo, el
segundo 113 , el tercero 1, el cuarto
2
3 y el quinto
1
3 .
Partes
5 4 3 2 1
1
2
Ciervos 3
4
5
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural.
 Situacion-problema. Situacion extramatematica de contexto social. Problema
de reparto proporcional.
 Contenidos-deniciones. Suma y multiplicacion de numeros racionales posi-
tivos. Proporcionalidad simple. Razon de proporcionalidad.
 Proposiciones-propiedades.
 Procedimientos. Metodo de regula falsi. Obtencion de las fracciones que ge-
neran un reparto proporcional.
 Argumentos. El escriba utiliza, como estrategia implcita de base, el metodo
de regula falsi, sin llegar a explicitar su uso. Este comportamiento del escriba
indica que el procedimiento se considera obvio para el lector del Jiuzhang, y
que no se requiere consumir espacio y tiempo en su explicacion.
Ejemplo 19 (Problema 64 del Papiro Rhind) Hallar el modo de repartir7 10 he-
kats de cebada entre 10 personas, de forma que la diferencia entre las cantidades de
hekats de cebada obtenidas por cada uno de ellos respecto de su vecino sea de 18 .
Simbologa y resolucion actual. Hallar fa1; : : : ; a10g, de forma que ak = a0 + k8 ,
8k 2 f1; : : : ; 10g y P10k=1 ak = 10. En primer lugar, la suma de los 10 terminos ak
da como resultado 10 unidades:
7Se sobreentiende en el enunciado que el reparto se realiza en progresion aritmetica, dado que en
otros enunciados anteriores del papiro as se explica
Instrumentacion con GGB e idoneidad didactica en la resolucion de sistemas de ecuaciones
116 5 Estudio previo
P10
k=1 ak =
P10
k=1(a0 +
k
8 )
= 10a0 +
1
8
P10
k=1 k
= 10a0 +
1
8
1011
2
= 10a0 +
1011
16 = 10
Se despeja el elemento a0 de la sucesion.
a0 =
10  101116
10
=
5
16
Y se suma le suma, un total de 10 veces, la diferencia de 18 , hasta obtener la lista
de los 10 terminos.
f 7
16
;
9
16
;
11
16
;
13
16
;
15
16
; 1
1
16
; 1
3
16
; 1
5
16
; 1
7
16
; 1
9
16
g
Resolucion original. El escriba comienza su argumento a partir de la cantidad me-
dia repartida, la cual corresponde a 1 hekat. En este primer paso, es esta utilizando
implcitamente el metodo de regula falsi, es decir: el sumatorio del enunciado cons-
ta de 10 sumandos, los cuales, a su vez, dan una suma de 10 unidades; por ello, el
calculo es equivalente a la determinacion de un promedio unitario.
10X
k=1
ak = 10() x =
P10
k=1 ak
10
= 1
En la fase de analisis del primer ensayo, el escriba argumenta de la siguiente forma:
la mayor cantidad repartida se halla sumando a esta cantidad media 18 veces la
mitad de diferencias que quedan por encima de la misma; como la cantidad de
diferencias es 9, es decir, un valor impar, lo que hace el escriba es a~nadir la mitad
de una diferencia (es decir, 116) un total de 9 veces.
a10 = x+ 9 1
16
= 1 + 9 1
16
= 1
9
16
Se obtiene, as, 1 y 916 , la cantidad mayor repartida. Termina el argumento restando
9 veces 18 de esta cantidad mayor, obteniendo de esta forma cada una de las
cantidades del reparto.
f1 9
16
; 1
7
16
; 1
5
16
; 1
3
16
; 1
1
16
;
15
16
;
13
16
;
11
16
;
9
16
;
7
16
g
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural.
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 Situacion-problema. Situacion extramatematica de contexto social. Problema
de reparto en progresion aritmetica.
 Contenidos-deniciones. Suma y resta de numeros racionales positivos. Media
aritmetica. Progresion aritmetica.
 Proposiciones-propiedades. Propiedades de la media aritmetica unitaria,Pn
k=1 ak = n, x =
Pn
k=1 ak
n = 1.
 Procedimientos. Metodo de regula falsi. Obtencion de cantidades desconocidas
a partir de la media aritmetica, con sumandos en diferencias nitas.
 Argumentos. El escriba utiliza, como estrategia implcita de base, el metodo
de regula falsi, sin llegar a explicitar su uso. El procedimiento descrito por es
escriba es efectivo, unicamente, cuando el numero de sumandos del sumatorio
es igual a su suma, es decir, cuando el promedio de los valores del sumatorio
es igual a 1.
5.1.5. Metodo de Gauss
El metodo de Gauss es hoy en da el algoritmo estandar para la resolucion de un
sistema de m ecuaciones lineales en n incognitas, y se conoce desde la antiguedad. El
metodo consiste en hallar un sistema equivalente triangular, al cual se aplica el metodo de
sustitucion hacia atras. A pesar de que el fundamento del metodo no ha sufrido cambio
alguno desde la antiguedad, si ha variado su escritura. En efecto, la lecto escritura
tradicional china es vertical, y as se ha mantenido hasta nales del siglo XIX. En el
sistema tradicional, las ecuaciones se organizan en sentido vertical, siguiendo el esquema
de las tablas aritmeticas para la adicion.
a11x1 a21x1 : : : am1x1
a12x2 a22x2 : : : am2x2
: : :
a1nxn a2nxn : : : amnxn
b1 b2 : : : bm
En este siglo, el auge de las relaciones economicas con oriente propicia la aparicion
de diccionarios entre lenguas occidentales y orientales. Por ejemplo, Pierre d'Incarbille
\compone un diccionario chino-frances de 1 362 paginas" (O'Neill, 2001, 2363). En la
redaccion de estos textos, se deja de lado la escritura tradicional vertical de los ideogra-
mas, y la escritura se occidentaliza convirtiendo los ideogramas al sentido horizontal. El
sistema de ecuaciones pasa a tener una orientacion horizontal.8>><>>:
a11x1 + a12x2 +    + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 +    + a2nxn = b2
: : :
am1x1 + am2x2 +    + amnxn = bm
Esta tendencia toma fuerza a principios del siglo XX, y queda asentada con la publi-
cacion de la revista china Science, la primera publicacion china con escritura en alinea-
cion horizontal con reconocimiento social y amplia expansion. En la gura 5.1 se puede
ver la portada del primer ejemplar de la revista. En su editorial, se justica la entonces
atpica decision en los siguientes terminos:
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\This magazine is printed so that it goes sideways from the top left,
and is marked with Western punctuation. This is to make the insertion
of mathematical, physical and chemical formulae convenient, not for the
sake of novelty-hunting. We ask our readers to excuse us." (Science, 1915)
La necesidad de redactar textos cientcos inteligibles es, pues, uno de los factores
que motivo la occidentalizacion de la escritura tradicional china. Sin embargo, en la
escritura original de los sistemas de ecuaciones, los escribas organizan los valores en
columnas verticales, manteniendo as la coherencia con el uso de tablas aritmeticas,
pizarras, etc. Esta escritura no requiere del uso de los smbolos de adicion e igualdad.
Figura 5.1: Portada del primer ejemplar de la revista Science (www.sciencemagchina.cn/).
Ejemplo 20 (Problema 1 del captulo 8 del Jiuzhang) Hay tres clases de grano.
Tres fardos del primer tipo, dos del segundo y uno del tercero hacen 39 medidas. Dos
del primero, tres del segundo y uno del tercero hacen 34 medidas. Finalmente, una del
primero, dos del segundo y tres del tercero hacen 26 medidas. >Que cantidad de grano
contiene cada uno de los fardos?
Simbologa y resolucion actual.8<:
3x + 2y + z = 39
2x + 3y + z = 34
x + 2y + 3z = 268<:
3x + 2y + z = 39
5y + z = 24
4y + 8z = 398<:
3x + 2y + z = 39
5y + z = 24
36z = 99
z =
99
36
= 2
3
4
! y = 24  103
4
= 16
1
2
! x = 39  321
2
= 23
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Resolucion original. El escriba organiza los datos del enunciado en columnas verti-
cales consecutivas, sin utilizar simbologa adicional (signos de operaciones arimteti-
cas, igualdad, parentesis). Se utiliza, una vez mas, el lenguaje natural en la des-
cripcion del procedimiento: \con la primera clase en la columna de la derecha, se
multiplica y se desprecia la columna central", es decir: se multiplica la columna
central por 3 y se sustrae el correspondiente multiplo, en este caso 2, de forma que
el primer termino de la columna central sea 0. A continuacion, se repite la opera-
cion con la columna de la izquierda, en palabras del escriba: \con lo que queda en
la segunda clase de la columna central, despreciar directamente". Esta forma de
proceder se repite con la segunda la de las columnas izquierda y central.
1 2 3 1 0 3 0 0 3 0 0 3
2 3 2 2 5 2 4 5 2 0 5 2
3 1 1 3 1 1 8 1 1 36 1 1
26 34 39 26 24 39 39 24 39 99 24 39
El ultimo diagrama de la derecha es equivalente al sistema triangular de la reso-
lucion actual, en orientacion vertical. Por ultimo, el escriba obtiene los resultados
usando la tecnica de sustitucion hacia atras, empezando por z = 9936 = 2
3
4 , y
siguiendo con y = 24  1034 = 1612 , x = 39  3212 = 23.
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje.
 Verbal. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural. El
termino clase hace referencia a la variable, atendiendo a la magnitud que
representan: clase de grano. Cada ecuacion se identica con el termino
columna. La accion de reducir una ecuacion del sistema por combinacion
lineal se indica con el termino despreciar.
 Simbolico. La representacion de los datos es matricial. El cero se repre-
senta de forma implcita como la ausencia de una cantidad en la tabla.
 Situacion-problema. Situacion extramatematica de contexto economico. Pro-
blema de reparto lineal.
 Contenidos-deniciones. Suma, resta, multiplicacion y division de numeros
racionales positivos. Sistema de ecuaciones lineales. Solucion de un sistema
lineal. Sistemas equivalentes. Sistema triangular. Combinacion lineal de ecua-
ciones. El numero cero.
 Proposiciones-propiedades. Propiedades lineales de los sistemas de ecuaciones.
 Procedimientos. Triangulacion de una matriz por el metodo de Gauss. Reso-
lucion de un sistema triangular por sustitucion hacia atras.
 Argumentos. El escriba utiliza argumentos deductivos aplicando propiedades
de los sistemas de ecuaciones lineales.
5.1.6. Metodo geometrico
La manipulacion del teorema de Pitagoras y la busqueda de relaciones entre el
permetro y el area de guras rectangulares conduce muchas veces a sistemas de ecua-
ciones cuadraticas. Estas ecuaciones de segundo grado se pueden resolver por procedi-
mientos geometricos, al representar las cantidades longitudes de segmentos en las guras
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geometricas. La interpretacion de las ecuaciones no es funcional, y por ello, solo se con-
templan coecientes y soluciones positivas.
Ejemplo 21 (Ecuacion de segundo grado) Se suma al cuadrado de una cantidad
un multiplo de esa misma cantidad, de forma que la suma de como resultado una cantidad
dada. Hallar dicha cantidad.
Simbologa y resolucion actual.
La ecuacion x2 + bx = c, con b; c 2 R+ se resuelve en la actualidad a partir de la
formula de segundo grado. El procedimiento estandar ampla el campo numerico
al conjunto de los numeros reales, y se obtienen dos soluciones.
x2 + bx+ c = 0 b; c 2 R
x =
 bpb2   4c
2
= 
p
b2   4c
2
  b
2
= 
s
b
2
2
  c  b
2
Resolucion original. El enunciado del problema se representa gracamente en la
gura 5.2. El rectangulo rayado de dimensiones b xb se corta por la mitad de su
base de longitud b. La mitad cortada es un rectangulo de dimensiones b2  bx, que
se desplaza y coloca debajo del cuadrado opaco de lado x, en la parte inferior de
la gura.
Figura 5.2: Version geometrica de la formula x2 + bx = c (Katz, 1998, 38).
Se a~nade a la gura un cuadrado de lado
 
b
2
2
, hasta completar un nuevo cuadrado
de lado x+ b2 . El area del cuadrado mayor es c+
 
b
2
2
, y su lado,s
c+

b
2
2
La cantidad x que se requiere es, por lo tanto, la diferencia entre la longitud del
lado del cuadrado mayor y b2 , es decir,
x =
s
c+

b
2
2
  b
2
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Una vez mas, el procedimiento se presenta restringido al campo numerico positivo,
y permite obtener una solucion de las dos posibles. La segunda solucion queda
descartada al no ser considerada como una cantidad.
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje.
 Verbal. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural.
 Simbolico. El discurso natural de la resolucion hace referencia a un dia-
grama que representa geometricamente los terminos de la ecuacion.
 Situacion-problema. El problema se presenta en un contexto geometrico. Si-
tuacion intramatematica.
 Conceptos-deniciones. Suma, resta, multiplicacion, division, potencia cua-
drada y radical cuadrado de un numero racional positivo. Permetro y area de
una gura poligonal plana: rectangulos y cuadrados. Isometras en el plano:
traslacion, simetra y giro.
 Proposiciones-propiedades. Formulas para el calculo del permetro y del area
de un rectangulo y un cuadrado.
 Procedimientos. Composicion y descomposicion de guras poligonales planas.
Obtencion de guras equivalentes. Procedimientos para el calculo de perime-
tros y areas.
 Argumentos. Argumentos geometricos deductivos.
Ejemplo 22 (Sistema de ecuaciones cuadraticas) Hallar las dimensiones de un
rectangulo para que su permetro y su area correspondan a unas cantidades dadas.
Simbologa y resolucion actual.
Un sistema de dos ecuaciones en dos variables, con una ecuacion no lineal, se
resuelve en la actualidad a partir del metodo de sustitucion. El procedimiento
estandar ampla el campo numerico al conjunto de los numeros reales, y se obtienen
dos parejas de soluciones.

x+ y = b b 2 R
xy = c c 2 R
Se aplica el metodo de sustitucion para obtener una ecuacion de segundo grado.
x = cy ) cy + y = b
) c+y2y = b
) c+ y2 = by) y2   by + c = 0
A continuacion, se obtiene el valor de y en la formula de segundo grado:
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y =
bpb2   4c
2
=
b
2

s
b
2
2
  c
Y se substituye para obtener, racionalizando la fraccion, el valor de x = c=y.
x = c
b
2

q
( b2)
2 c

b
2

q
( b2)
2 c
b
2

q
( b2)
2 c
=
c

b
2

q
( b2)
2 c

( b2)
2 ( b2)
2
+c
=
c

b
2

q
( b2)
2 c

c
= b2 
q 
b
2
2   c
Resolucion original. El enunciado del problema se representa gracamente en la
gura 5.3. Las cantidades desconocidas se identican con las longitudes de los
segmentos en el esquema geometrico, por lo que x, y, b y c > 0. Esta restriccion
del campo numerico implica la existencia de una unica solucion.
Figura 5.3: Version geometrica del sistema x+ y = b, xy = c (Katz, 1998, 37).
Se construye una tabla de valores, en la cual se relaciona el permetro de la gura
con el area, a traves de una variable auxiliar z, que indica el cambio realizado en
relacion a la longitud y el ancho de la gura,
x =
b
2
+ z; y =
b
2
  z
El area de la gura se calcula entonces con la siguiente formula,
c =

b
2
+ z

b
2
  z

=

b
2
2
  z2
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Es decir,
z =
s
b
2
2
  c
A partir de lo cual se obtiene la solucion deseada,
x =
b
2
+
s
b
2
2
  c ; y = b
2
 
s
b
2
2
  c
Tal como se ha adelantado al principio del argumento, la restriccion del campo
numerico implica unicidad en la solucion.
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje.
 Verbal. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural.
 Simbolico. El discurso natural de la resolucion hace referencia a un dia-
grama que representa geometricamente los terminos de la ecuacion.
 Situacion-problema. El problema se presenta en un contexto geometrico. Si-
tuacion intramatematica.
 Conceptos-deniciones. suma, resta, multiplicacion, division, potencia cua-
drada y radical cuadrado de un numero racional positivo. Permetro y area
de una gura poligonal plana: rectangulos y cuadrados. Isometras en el plano:
traslacion, simetra y giro. Funcion lineal. Incremento de una funcion. Varia-
ble auxiliar.
 Proposiciones-propiedades. Formulas para el calculo del permetro y del area
de un rectangulo y un cuadrado.
 Procedimientos. Composicion y descomposicion de guras poligonales pla-
nas. Obtencion de guras equivalentes. Procedimientos para el calculo de
permetros y areas. Regula falsi : uso de una variable auxiliar para medir el
incremento en el valor de una variable.
 Argumentos. Argumentos geometricos deductivos. Argumentos funcionales
con variables auxiliares, en los que se intuye un uso incipiente del incremento
innitesimal, previo al calculo de funciones derivables.
5.1.7. Resolucion por congruencias
En la antigua China, los maestros eran instruidos en la resolucion de ecuaciones
diofanticas. Existen manuales en los que se enumeran ecuaciones de este tipo, y los
maestros los deban saber resolver utilizando congruencias.
Ejemplo 23 (Problema del Zhang Quijian suanjing) Un gallo cuesta 5 monedas,
una gallina 3, y 3 polluelos 1 moneda. Se compran 100 aves con 100 monedas. >Cuantos
gallos, gallinas y polluelos hay?
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Simbologa y resolucion actual.
Del enunciado se obtiene un sistema de ecuaciones compatible indeterminado, con
tres incognitas y dos ecuaciones.
5x + 3y + 13z = 100
x + y + z = 100
Se obtiene, por el metodo de Gauss, un sistema equivalente triangular (se suma 5
veces la segunda ecuacion de  1 veces la primera).
2y + 143 z = 400
x + y + z = 100
A continuacion, se procede a resolver el sistema. Los espacios vectoriales resultantes
se representan en funcion del parametro z = .
x =  100 + 4
3
 ; y = 200  7
3
 ; z = 
Teniendo en cuenta que los valores han de ser enteros no negativos, la primera
solucion al sistema se obtiene con el valor  = 75. Con incrementos consecutivos,
de tres en tres, se obtienen todos los resultados. Existen cuatro 3-tuplas (x; y; z)
que dan una solucion con valores enteros no negativos de gallos (x), gallinas (y) y
polluelos (z).
 (x; y; z)
75 (0; 25; 75)
78 (4; 18; 78)
81 (8; 11; 81)
84 (12; 4; 84)
Resolucion original. El maestro Zhang propone, como primera solucion, la combi-
nacion con menor numero de gallos, formada por la tupla (4; 18; 78). En el texto
no se explicita como se llega a esta solucion, pero en ejemplos anteriores se ha
visto la regularidad con la que se utilizan, en la epoca, los metodos de regula falsi
o empezar por el nal. En este caso se ha empleado, problablemente, alguna de
estas tecnicas.
A continuacion, se procede a la reconstruccion de una hipotetica resolucion por el
metodo de regula falsi. En primer lugar, es evidente que z = _3, y ademas, z debe
ser un valor sucientemente grande que, a su vez, no sobrepase la cota superior de
100 aves. Por todo ello, el ensayo inicial se podra plantear con z = 99 polluelos, o
de forma equivalente, un \gasto en polluelos" de 33 monedas. La propuesta inicial,
con 1 gallina y 99 polluelos, (0; 1; 99), da como resultado un gasto de 36 monedas,
y no alcanza la cuanta economica del enunciado. Se analiza la hipotesis inicial,
y se observa que un cambio de 3 polluelos por 3 gallinas, (0;+3; 3), produce un
incremento en el precio de 8 monedas. La diferencia entre el precio del enunciado y
el precio obtenido por regula falsi, es de 64 monedas, y cada sustitucion de 3 gallinas
por 3 polluelos, proboca un incremento en el precio de 8 monedas. Entonces, para
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llegar a las 100 monedas, se han tenido que realizar 8 sustituciones de 3 gallinas,
es decir, un incremento de 24 gallinas, y la equivalente reduccion en 24 polluelos.
Se obtiene, de esta forma, la solucion canonica (0; 25; 75).
Cantidades Comprobacion
(A) Ensayo inicial (0; 1; 99) 1 3 + 99 3 = 36 6= 100
(B) Analisis (0;+3; 3) Incremento de +8
100  36 = 64, 64 8 = 8
8 incrementos de 3 gallinas, 24
(A') Ensayo denitivo (0; 25; 75) 25 3 + 75 3 = 100
De esta forma, por regula falsi, se obtiene la primera tupla del resultado. A partir
de este momento, el razonamiento debe evolucionar, y se deben analizar las con-
secuencias de otras transformaciones, como por ejemplo, (+1; 1; 0), (+3; 0; 3),
etc.
Volviendo a la resolucion del texto, hay que observar que el maestro no contempla
la solucion con \0 gallos": a pesar de que esta solucion tiene sentido en el con-
texto real de la situacion, el campo numerico del procedimiento matematico no
contempla el 0. A partir de la primera solucion aceptada, (4; 18; 78), el maestro
Zhang propone una regla para hallar todas las posibles soluciones: \un incremento
de 4 gallos, un decremento de 7 gallinas y un incremento de 3 polluelos". Con esta
regla se obtienen las demas soluciones: (8; 11; 81) y (12; 4; 84). Esto es equivalente
a resolver el siguiente sistema de congruencias:8<:
6x+ z  3 (mod 9)
9y + z  0 (mod 15)
z  0 (mod 3)
Objetos matematicos involucrados.
 Lenguaje. El enunciado y la resolucion se expresan en lenguaje natural.
 Situacion-problema. Situacion extramatematica de contexto economico.
 Conceptos-deniciones. Suma, resta, multiplicacion y division de numeros na-
turales. Multiplos y divisores. Division eucldea con resto cero. Congruencias.
Ecuacion diofantica. Sistema compatible indeterminado.
 Proposiciones-propiedades. Propiedades de divisibilidad de los numeros natu-
rales y propiedades del resto eucldeo.
 Procedimientos. Posiblemente, regula falsi como procedimiento auxiliar.
Busqueda de equilibrios en igualdades con multiplos y divisores.
 Argumentos. Argumentacion inductiva. Obtencion de una regla general a par-
tir del estudio de casos particulares. Obtencion de todas las soluciones de un
sistema compatible indeterminado, a partir de una solucion particular.
5.1.8. Sntesis de objetos matematicos
Los metodos expuestos forman parte de la antropologa del saber \resolucion de
ecuaciones e inecuaciones". Se ha seguido una clasicacion por tipos de procesos, pero
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conviene, en este momento, realizar una puesta en comun de los objetos matematicos
que mayormente aparecen en estos procesos.
En ausencia del lenguaje algebraico moderno, los enunciados y su resolucion se ex-
presan en lenguaje natural. Los numeros representan cantidades, tanto enteras como
fraccionarias, y los numeros racionales positivos constituyen el campo numerico de re-
ferencia. Ademas, los racionales positivos se representan como suma de una serie nita
de fracciones con numerador unitario, con la excepcion de fracciones propias sencillas.
Siguiendo con el campo numerico, el unico procedimiento expuesto en el que se utiliza
implcitamente el cero es el metodo de Gauss. La escritura del metodo se realiza sobre
columnas verticales, en forma de tablas aditivas, y es el unico contexto expuesto en el
que se contempla la ausencia de una cantidad (el resultado de despreciar una columna),
sin llegar a explicitar un smbolo a esta carencia de cantidades. En el metodo de Gauss,
ademas del lenguaje natural, se emplea una representacion graca matricial, en forma
de columnas de datos, junto con cierta terminologa que se requiere para describir el
sistema: clase, columna, despreciar, etc. Ademas de la representacion matricial, otros
enunciados tienen como base una estructura geometrica plana, en la que los datos del
enunciado y su manipulacion aritmetica se representan gracamente como longitudes de
segmentos y areas de polgonos rectangulares.
Los procedimientos generales se ejemplican en situaciones particulares con numeros
concretos, que sirven para mostrar el potencial de una tecnica determinada y se aplicabi-
lidad en clases de situaciones similares. Las situaciones pueden ser intramatematicas (se
contextualizan en problemas aritmetico-algebraicos o geometricos) o extramatematicas
(los problemas pertenecen a contextos practicos productivos, economicos, o de reparto
de bienes y areas).
Los conceptos y las deniciones numericas presentes en las propuestas historicas ha-
cen referencia a las operaciones aritmeticas basicas (adicion, sustraccion, multiplicacion
y division) sobre el conjunto de los numeros racionales positivos. De entre estas opera-
ciones, la sustraccion es la unica operacion que no es cerrada en el conjunto numerico
de referencia. Por ello, se omiten en los textos las manipulaciones intermedias de can-
tidades negativas, y nunca se expresan como solucion de una ecuacion. Por ejemplo,
algunos algoritmos se modican para integrar el uso implcito del valor absoluto. Por
el contrario, en algunos textos, el escriba hace una referencia explcita al inverso de un
racional, dando a entender que la division s se contempla como una operacion valida y
cerrada en el conjunto numerico.
Los conceptos propios de la resolucion de ecuaciones hacen referencia a sistemas de
ecuaciones, soluciones de un sistema, sistemas compatibles determinados e indetermi-
nados, sistema equivalente, sistema triangular y combinacion lineal de ecuaciones. En
algunos casos, el campo numerico se restringe a los naturales, y aparecen, por tanto,
ecuaciones diofanticas y congruencias. Ademas, a pesar de no disponer de una escritura
algebraica sintetica, se emplean con regularidad variables independientes, dependien-
tes y auxiliares, y se utilizan conceptos funcionales de crecimiento, proporcionalidad y
magnitud.
Se emplean tambien otros conceptos aritmeticos, como media aritmetica, progresion
aritmetica, multiplo y divisor. Aquellos problemas en los que aparecen potencias y radi-
cales, se contextualizan en un esquema geometrico, y aparecen en relacion a longitudes
y areas de guras poligonales planas (rectangulos y cuadrados). Cada transformacion en
una ecuacion tiene su reejo en una isometra sobre el esquema geometrico (traslacion,
simetra o giro de una parte del esquema).
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La propiedad distributiva del producto con respecto de la suma es conocida. Se de-
ducen, ademas, propiedades numericas de objetos aritmeticos, como la media aritmetica
unitaria o la divisibilidad y el resto euclideo. Se conocen y se aplican las propiedades
de equivalencia de las soluciones en ecuaciones y sistemas de ecuaciones equivalentes.
Tambien son conocidas las propiedades de la funcion lineal, en una y varias variables. En
los problemas de contexto geometrico, se emplean formulas para el calculo de permetros
y areas de rectangulos y cuadrados.
Las operaciones aritmeticas se asisten con tablas de operaciones tabuladas y se sus-
tituye, en algunos casos, la division de fracciones por la multiplicacion del inverso. En
algunos procedimientos, como el metodo de Gauss, el procedimiento es algortmico y ce-
rrado, es decir, se busca un sistema triangular y se resuelve por sustitucion hacia atras.
Otros procedimientos, como empezar por el nal o regula falsi, constituyen metodos en
s mismos, pero tienen tambien un caracter asistencial como paso previo en procesos de
resolucion mas complejos.
La resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales se basa, en muchos
casos, en la obtencion del coeciente de proporcionalidad en una expresion funcional
lineal, a partir de un analisis de valores particulares que toman las variables del sistema,
o a partir de pivotar los ratios de parejas de cambios en una funcion lineal (metodo
\excedente y escasez"). En los problemas de reparto proporcional, los procedimientos
buscan una forma de obtener las fracciones o las diferencias nitas que generan el reparto.
Por ultimo, en los problemas de contexto geometrico, los procedimientos de resolucion
se basan en la composicion y descomposicion de guras poligonales planas, la obtencion
de guras equivalentes por aplicacion de isometras y los procedimientos de calculo de
permetros y areas.
En los textos matematicos de la antiguedad, el espacio disponible para la redaccion
del problema es escaso y se utiliza la escritura natural con ausencia de representaciones
gracas o geometricas. Por ello, algunos pasos de la argumentacion quedan ocultos.
Aquellos pasos que el escriba considera obvios (en la cultura matematica de la epoca) no
se explicitan. De esta forma, si un resultado nuevo se apoya en un resultado previamente
justicado, este se omite de la argumentacion del problema. En los metodos regula falsi
y \excedente y escasez", la argumentacion del problema se realiza, sobre todo, en las
fases de analisis del ensayo inicial.
Cabe destacar que en los procesos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales,
el razonamiento se basa en justicaciones de tipo funcional, con el empleo de variables
auxiliares, siempre que estas sean necesarias, y la discusion se basa en la determinacion
de los incrementos necesarios para obtener la solucion denitiva a partir de un ensayo
inicial. Se intuye en estos argumentos un uso incipiente del incremento innitesimal,
previo al calculo de funciones derivables.
En todos los procedimientos, los algoritmos empleados se adecuan a las restricciones
del campo numerico. Por ello, el valor absoluto aparece de forma implcita en los argu-
mentos de resolucion, para evitar la aparicion de cantidades negativas. A diferencia de
los metodos aritmeticos y algebraicos, en los que la argumentacion es fundamentalmente
inductiva (se obtiene una regla general, a partir de un valor inicial), en las resoluciones
geometricas, los argumentos son principalmente deductivos, y la solucion se deduce de
las propiedades del esquema geometrico.
En conclusion, en la genesis historica del objeto matematico \resolucion de ecuacio-
nes", un sistema en el que aparecen dos cantidades desconocidas (sistemas de ecuaciones
lineales y no lineales, con dos incognitas y en dos variables) se resuelve por un procedi-
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miento funcional: se emplea un metodo inductivo, por ejemplo, regula falsi, y el analisis
del primer ensayo se realiza en terminos de incrementos de las variables independientes,
dependientes o auxiliares. Esto es as incluso cuando la resolucion se asiste con de un
esquema geometrico (a priori, una gura con representacion estatica; pero dinamica en
la mente y en la argumentacion del escriba). As, se podra pensar que la interpretacion
historica de un sistema de ecuaciones como un ente dinamico se pierde con la introduc-
cion del lenguaje algebraico formal y su uso abusivo en el sistema educativo. En ese caso,
el software y los modelos dinamicos podran devolver el estatus dinamico a los sistemas
de ecuaciones, no tanto en el sentido clasico de asistir el analisis de los incrementos de
una variable, si no en un proceso de generalizacion en el que una ecuacion particular
forma parte de una familia o clase de ecuaciones.
5.2. Dimension epistemologica
El analisis de la genesis historica de los metodos de resolucion de ecuaciones en la
antiguedad, permite identicar los objetos matematicos primarios que intervienen en
sus practicas operativas y discursivas. Estas practicas se han caracterizado, historica-
mente, por el uso principal del lenguaje natural (con ausencia general de simbologa),
por estar contextualizados en situaciones-problemas que ponen a prueba el potencial de
una tecnica (intramatematicos) o exponen metodos para resolver problemas economicos
o geometricos en situaciones sociales (extramatematicos), en los que los conceptos y las
deniciones que se utilizan estan implcitos en el argumento del escriba, y por estar
basados en propiedades y procedimientos principalmente aritmetico-funcionales, que se
apoyan en un esquema geometrico.
Los objetos matematicos primarios que participan en las practicas operativas y dis-
cursivas en la resolucion de ecuaciones en la actualidad, varan con respecto a la resolu-
cion historica en varios aspectos. Por ejemplo, se utiliza una codicacion simbolica fuer-
temente algebraica, en detrimento de la hegemona del lenguaje natural. Las ecuaciones
se traducen del lenguaje natural al algebraico, y los sistemas de ecuaciones evolucionan,
a su vez, al lenguaje algebraico matricial. Las representaciones gracas tambien varan.
Los esquemas geometricos de geometra plana dejan lugar a representaciones funcionales
en ejes de coordenadas cartesianas. El empleo de las nociones funcionales aparece ahora
ligada a una representacion graca de las ecuaciones, pero la resolucion se realiza por
tecnicas algebraicas, en lugar de los metodos de regula falsi utilizados en la literatura
antigua, basados en argumentos funcionales sobre \incrementos" de variables auxiliares.
As pues, atendiendo tanto a los metodos historicos como a los actuales, los objetos
matematicos primarios (lingusticos, situaciones, conceptos, procedimientos, proposicio-
nes y argumentos) que aparecen en la resolucion de ecuaciones se pueden organizar de
la siguiente manera:
Elementos lingusticos.
 Verbal. Aritmeticos: Numero natural, numero entero, numero fraccionario,
numero decimal, igualdad, suma, resta, multiplicacion, division, potencia,
raz cuadrada; algebraicos: coeciente, termino independiente, incognita, mo-
nomio de primer grado, ecuacion de primer grado, ecuacion de segundo grado;
algebra de matrices: matriz, determinante, matriz inversa, matriz identidad;
geometricas: punto, recta, plano, segmento, polgono, vertice, distancia, lugar
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geometrico, vector; funcional: variable independiente, variable dependiente,
incremento, decremento.
 Graco. Diagrama ordinal para la representacion de cantidades numericas y
magnitudes; representaciones de cantidades numericas por diagramas linea-
les, por areas y por representaciones discretas; diagramas geometricos para la
representacion de cantidades desconocidas; eje cartesiano para la representa-
cion de guras geometricas y funciones; representacion matricial de sistemas
de ecuaciones.
 Simbolico. Representacion pre-algebraica de un valor desconocido en un calcu-
lo aritmetico; uso de codigos personales para representar cantidades desco-
nocidas y variables; representacion algebraica de ecuaciones; representacion
matricial de sistemas de ecuaciones lineales; simbologa geometrica para la
codicacion de longitudes de segmentos, amplitudes de angulos y vectores.
Situaciones. Situaciones aritmeticas aditivas y multiplicativas de incremento y
decremento con sumando o factor desconocido; situaciones de reparto; transcrip-
cion de enunciados literales a lenguaje algebraico; transcripcion de enunciados
algebraicos a lenguaje literal; resolucion de un enunciado algebraico; discusion
de un sistema algebraico; transcripcion de enunciados literales a lenguaje matri-
cial; transcripcion de enunciados algebraicos a lenguaje matricial; resolucion de un
enunciado matricial; calculo de un determinante; calculo de la matriz inversa; dis-
cusion de un sistema matricial; busqueda de un valor desconocido en un esquema
geometrico; busqueda de una relacion entre cantidades desconocidas en un esque-
ma geometrico; busqueda de la ecuacion de un objeto desconocido en un esquema
geometrico; busqueda de la representacion algebraica de un lugar geometrico.
Conceptos. Conjuntos numericos (naturales, enteros, racionales, reales, imagina-
rios); operaciones aritmeticas (adicion, sustraccion, multiplicacion, division, po-
tencia, radical); media aritmetica; operaciones algebraicas (adicion, sustraccion,
multiplicacion, division, potencia, radical); estructura de grupo abeliano y de ani-
llo con unidad, matriz, determinante, rango, dependencia e independencia lineal,
proporcionalidad simple; punto, recta, plano, polgono, conica, lugar geometrico,
distancia.
Proposiciones. Teorema de Pitagoras; teorema de Tales; propiedades de la propor-
cionalidad simple, propiedades de la funcion lineal y de los sistemas de ecuaciones
lineales; existencia y unicidad de las soluciones de una ecuacion cuadratica; exis-
tencia y unicidad de las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales; existencia
de la matriz inversa; paralelismo, perpendicularidad y colinealidad puntual; rela-
ciones trigonometricas, relaciones entre angulos y vectores.
Procedimientos. Empezar por el nal, regula falsi, excedente y escasez; obtencion
de valores numericos en formulas sencillas; despeje de incognitas y manipulacio-
nes en expresiones algebraicas; factorizacion polinomica, busqueda de un factor
comun; metodo de igualacion, metodo de sustitucion, metodo de reduccion; uso
de igualdades notables; ecuacion de segundo grado; busqueda de un sistema equi-
valente triangular, metodo de Gauss; regla del pivote, regla de Cramer, calculo de
un determinante por menores complementarios.
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Argumentos. Ensayo y error; procesos de particularizacion y generalizacion, genera-
lizacion de propiedades aritmeticas a partir de ejemplos particulares, presentacion
de ejemplos (extensivos) de propiedades generales, procesos inductivos de busque-
da de patrones (intensivos); presentacion de contraejemplos; procesos deductivos a
partir de deniciones y proposiciones, demostracion directa y reduccion al absurdo.
Esta conguracion general y clasica se puede desglosar en conguraciones en dis-
tintos contextos (aritmetico, algebraico, matricial, geometra plana, geometra analtica,
o funcional, entre otros). Ademas, hay que a~nadir a estas conguraciones los objetos
matematicos primarios que aporta el empleo de software dinamico. A continuacion se
ejemplica como la conguracion general inuye en las practicas operativas y discursi-
vas. Se presentan distintas resoluciones a un mismo problema, tomando como referencia
el nivel de algebrizacion mostrado en cada una de las resoluciones. El enunciado del
problema es el siguiente:
\Dos numeros suman 72 y dieren en 36 unidades. >Que numeros son?"
5.2.1. Resolucion aritmetico-algebraica
La articulacion de los objetos matematicos primarios en torno a una resolucion
aritmetica se caracteriza en el uso de lenguaje natural y simbologa pre-algebraica. Nor-
malmente, la simbologa pre-algebraica viene asociada al uso de codigos personales en
la representacion de cantidades desconocidas. La informacion numerica as codicada se
puede representar gracamente en diagramas, que pueden ser lineales, de areas o dis-
cretos. Esta informacion numerica puede estar vinculada a una magnitud determinada,
y la naturaleza de la magnitud que es objeto de estudio inuye en la conveniencia de
emplear una u otra representacion graca.
Las situaciones que caracterizan y ejemplican el uso de resoluciones aritmeticas
propias del nivel 0 de algebrizacion, se clasican atendiendo a las caractersticas aditivas
y multiplicativas de las operaciones que se requieren en su resolucion (seccion 5.3). Se
genera as una tipologa de situaciones en las que el numero puede representar un estado,
una transformacion o una comparacion, y a su vez, la operacion aritmetica toma un
signicado caracteriza, por ejemplo, un incremento, una disminucion o un reparto.
Se emplean los campos numericos natural, entero o racional, y las representaciones de
numeros se operan a partir de operaciones aritmeticas fundamentales. La alternancia del
lenguaje natural y las representaciones de calculos numericos, hacen que estas aparezcan
de forma aislada, sin una continuidad en su desarrollo.
Se emplean tecnicas y procedimientos de base aritmetica, tales como empezar por
el nal, regula falsi o excedente y escasez, y proposiciones fundamentales, como por
ejemplo el teorema de Pitagoras, el teorema de Tales, o resultados de proporcionalidad
simple y linealidad.
As, la resolucion aritmetica se caracteriza por el uso de extensivos. Los elementos
particulares que aparecen en la manipulacion de calculos aritmeticos se articulan en
procesos de argumentacion inductivos, que permiten analizar regularidades, y obtener
reglas o patrones. Se avanza, de esta manera, en el uso de elementos intensivos y hacia
el nivel de algebrizacion incipiente.
Ejemplo 24 (Resolucion aritmetica) Dado que la suma de ambos numeros da como
resultado 72 unidades, y su diferencia es de 36 unidades, el primer numero que se
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requiere es el promedio de ambas cantidades, y el segundo, la diferencia entre la cantidad
promediada y el valor mayor (o valor menor), es decir,
72 + 36
2
 72  36
2
Gracamente, la resolucion aritmetica de la tarea se representa sobre un diagra-
ma lineal. La relacion de orden queda patente en la representacion del promedio y las
diferencias de los numeros (gura 5.4).
Figura 5.4: Representacion del promedio (72 + 36)=2 y la diferencia entre 72 y 36.
Los elementos lingusticos empleados en el ejemplo 24 incluyen una representacion
lineal del conjunto ordenado de numeros naturales. Alternativamente, una resolucion
aritmetica puede contener lenguaje graco y simbolico de geometra plana. En este
caso, una construccion geometrica pone en relacion los valores numericos conocidos y
desconocidos del enunciado, en funcion de objetos geometricos: punto, segmento, recta,
polgono, area, etc. La tarea consiste en la busqueda de un valor desconocido dentro
del diagrama geometrico. Aparecen los conceptos de distancia y valor absoluto, y en
consecuencia, el campo numerico se restringe a los numeros positivos, puesto que los
valores numericos se representan a partir de cantidades positivas.
Ejemplo 25 (Resolucion por geometra plana) Se toma como referencia un seg-
mento a de 72 unidades de longitud, y se coloca sobre el otro segmento b de 36 unidades
de longitud, de forma que coincidan en uno de sus extremos. El primer valor descono-
cido (x) debe ocupar la totalidad del segmento b, mas la mitad de la diferencia entre los
segmentos a y b, es decir, es la suma de la longitud del segmentos b y la mitad de la
diferencia de las longitudes de a y b; visto de otro modo, la distancia entre el extremo
izquierdo del segmento b y la mitad de la distancia entre los extremos derechos de b y
a. El espacio que resta, corresponde al segundo valor desconocido (y) (gura 5.5). Es
decir, a  b = 72  36 = 36, 36=2 = 18 (valor de y) y 36 + 18 = 54 (valor de x).
Figura 5.5: Representacion geometrica x+ y = a, x  y = b.
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En el ejemplo 24, aparecen valores numericos particulares, es decir, los objetos
numericos son extensivos. Mas adelante, en el ejemplo 25, la informacion numerica se
codica con el nombre de un objeto geometrico, es decir, aparecen elementos intensivos.
Los objetos numericos intensivos modelizan el resultado general de la situacion; as, una
sustitucion algebraica en la argumentacion del ejemplo 24 permite obtener un patron o
una regla en el resultado. En general, si a y b representan respectivamente la suma y la
resta de los numeros buscados, se obtiene la solucion general,
a+ b
2
 a  b
2
La progresiva introduccion de codigos e intensivos permite as avanzar en los ni-
veles de algebrizacion, entendidos como situaciones generales o modelos de situaciones
aritmeticas generalizadas.
5.2.2. Resolucion analtico-funcional
Una vez se consolida el uso de intensivos y la manipulacion de smbolos (nivel 3 de
algebrizacion), los enunciados literales se traducen a lenguaje algebraico. Los elementos
lingusticos pasan a ser fundamentalmente simbolicos, se identican las variables en el
enunciado, se asignan coecientes a las variables y se organizan en monomios, formando
ecuaciones de primer o segundo grado.
Aun y todo, el discurso de la resolucion y el tipo de argumentacion empleado pueden
variar, desde una argumentacion geometrica (analtica) basada en el uso de lugares
geometricos y la representacion graca en el eje de coordenadas cartesianas, hasta una
argumentacion funcional, en la que se ponen en relacion variables independientes y
dependientes.
El campo numerico de referencia se ampla al conjunto de los numeros reales, y esta
ampliacion implica la utilizacion de un sistema de representacion continuo. Las operacio-
nes aritmeticas elementales se realizan sobre expresiones generalizadas, y ello implica, a
su vez, la adaptacion de los procesos operativos para incluir la factorizacion o la busque-
da de un factor comun en polinomios, transformaciones para despejar incognitas, etc.
La generalizacion del lenguaje empleado y el uso de codigos provocan la tecnicacion de
los procedimientos de resolucion. As, algunos metodos se estandarizan y dan como re-
sultado procedimientos algortmicos, por ejemplo, los metodos de igualacion, sustitucion
o reduccion, o la aplicacion de la formula de la ecuacion de segundo grado.
Ejemplo 26 (Resolucion analtica) Los valores numericos desconocidos del enun-
ciado se codican como x e y. A continuacion, se plantea el sistema de ecuaciones en
funcion de estas variables, 
x+ y = 72
x  y = 36
Cada ecuacion representa el lugar geometrico de los puntos del plano que cumplen
una de las condiciones del enunciado. En el eje de coordenadas cartesianas, el lugar
geometrico de cada ecuacion representa una recta (gura 5.6). El sistema se puede re-
solver por medio de multiples transformaciones elementales. Por ejemplo, por medio de
metodo de reduccion, se suman ambas expresiones para obtener la ecuacion equivalente,
2x = 108, es decir, x = 54. A continuacion, se restan ambas expresiones, 2y = 32, es
decir, y = 18.
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Figura 5.6: Representacion por lugar geometrico del sistema x+ y = 72, x  y = 36.
El proceso de resolucion descrito en el ejemplo 26 se puede generalizar, para obtener
un modelo de resolucion para el tipo de tarea. Sin embargo, a diferencia del ejemplo 24,
el procedimiento general implica, esta vez, el uso de parametros que codican los valores
de la suma y la diferencia de las coordenadas cartesianas de los puntos del plano. Se
obtienen, as, familias de lugares geometricos y se avanza en los niveles de algebrizacion,
hasta alcanzar un nivel 4. La codicacion del sistema de ecuaciones que resulta es,
x+ y = a
x  y = b
La manipulacion algebraica requiere, por un lado, las operaciones con los monomios
formados por las variables x e y, y por otro lado, las operaciones con los parametros a y
b que generan las familias de lugares geometricos. Por el metodo de reduccion, al sumar
y restar ambas expresiones se obtiene, respectivamente,
x =
a+ b
2
; y =
a  b
2
El sistema de lineal de ecuaciones se representa en simbologa funcional sobre el eje
de coordenadas cartesianas (gura 5.7).
Como alternativa a la resolucion analtica, el sistema se puede resolver a partir de
una interpretacion funcional.
Ejemplo 27 (Resolucion funcional) Los valores numericos desconocidos del enun-
ciado se identican y se codican como variable independiente, x, y variable dependiente,
y. A continuacion, se plantea el sistema de ecuaciones en funcion de variables,
y =  x+ 72
y = x  36
Cada ecuacion representa una funcion lineal en el plano de coordenadas cartesianas.
El coeciente de la variable independiente determina la pendiente de la recta, y el termino
independiente la ordenada en el origen. As, la primera recta es paralela al eje auxiliar
y =  x y corta el eje de ordenadas en el punto (0; 72). La segunda recta es paralela al eje
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Figura 5.7: Representacion tipo del sistema x+ y = a, x  y = b.
auxiliar y = x y corta el eje de ordenadas en el punto (0; 36) (gura 5.8). El sistema se
puede resolver por medio de multiples transformaciones elementales. Por ejemplo, por
medio del metodo de igualacion, se igualan las expresiones equivalentes a partir de la
variable y, es decir,  x+ 72 = x  36. La ecuacion de primer grado en una variable se
resuelve para obtener el valor x = 54. A continuacion, se substituye el valor de x en la
segunda expresion, para obtener el valor y = 18.
Figura 5.8: Representacion funcional del sistema y =  x+ 72, y = x  36.
El proceso de resolucion descrito en el ejemplo 27 se puede generalizar, para obtener
un modelo de resolucion para el tipo de tarea. El eje de coordenadas cartesianas se
complementa con un eje auxiliar formado por las rectas y = x e y =  x. De esta forma,
cada cuadrante se divide, a su vez, en dos formas triangulares, formando ocho sectores
en el plano. La representacion de una recta se ejecuta, de esta forma, en dos pasos. En
primer lugar, se compara el signo y el valor de la pendiente con los valores de los ejes
auxiliares, para decidir su pendiente. En segundo lugar, se marca el valor de la ordenada
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en el origen, y se hace pasar la recta por ese punto (gura 5.9).
Figura 5.9: Representacion funcional del sistema y = mx+ n, y = ax+ b.
5.2.3. Resolucion matricial
En la seccion anterior, la generalizacion de un sistema de ecuaciones genera valores
parametrizados, no necesariamente vinculados a las variables de la ecuacion. Un parame-
tro puede tener diversos signicados, en dependencia de su uso o de su funcion: registro
numerico, cantidad cambiante, generalizador o incognita (Godino et al., 2015). Todos
estos signicados y sus usos, son indicativos del nivel 4 de algebrizacion.
Por ejemplo, cuando un parametro sustituye a un coeciente en una expresion alge-
braica, el parametro genera una familia de funciones o de ecuaciones. En otro contexto,
las matrices son tambien objetos matematicos sujetos a la manipulacion de parametros.
En efecto, una matriz no es un mero objeto aritmetico: los valores numericos de la ma-
triz tienen un valor relativo, determinado por la posicion que este ocupa dentro de una
disposicion ordenada, y las propiedades y las operaciones con matrices requieren un nivel
de algebrizacion que excede el nivel 3 de consolidacion del algebra.
La resolucion por matrices tiene elementos lingusticos (verbales, gracos y simboli-
cos) propios, que organizan la informacion del enunciado en celdas de datos. La solucion
se obtiene, asimismo, por medio de propiedades y procedimientos diferenciados: estu-
dio de la existencia de soluciones por medio de la obtencion de un determinante y el
rango de una matriz; calculo de la matriz inversa por medio de un sistema equivalen-
te triangular, metodo de Gauss, regla del pivote, regla de Cramer, calculo de menores
complementarios, etc.
Ejemplo 28 (Resolucion matricial) La traduccion del sistema de ecuaciones a len-
guaje matricial da como resultado la matrz A de coecientes, y la matrz ampliada AjB.
Estas son, respectivamente,
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A =

1 1
1  1

AjB =

1 1 72
1  1 36

El calculo del determinante de la matrz A permite comparar los rangos de las ma-
trices A y AjB,
jAj =
 1 11  1
 = 1  ( 1)  1  1 =  1  1 =  2 6= 0
El vector (1; 1; 72) no es combinacion lineal de (1; 1; 36), por lo que r(A) =
r(AjB) = 2. El sistema es compatible determinado. La matrz inversa de A es,
A 1 =
(At)
jAj =
  1  1
 1 1

 2 =

1=2 1=2
1=2  1=2

Y se obtiene la solucion del sistema,
AX = B ) X = A 1B
X =

x
y

=

1=2 1=2
1=2  1=2

72
36

=

1
2  72 + 12  36
1
2  72  12  36

=

54
18

5.2.4. Restricciones del campo numerico
Mendiola (2005) realiza un analisis del campo de restricciones, en relacion al topico
de estudio \resolucion de sistemas de ecuaciones lineales", en Educacion Secundaria.
El autor resalta la importancia del conjunto numerico de referencia, dado que en la
resolucion de ecuaciones, la existencia de soluciones depende, entre otros aspectos, del
campo numerico o dominio empleado (N, Z, Q, R). Establecer si un sistema tiene o no
solucion depende del conjunto numerico de referencia. As, por ejemplo, el numero de
soluciones de la ecuacion en coecientes enteros 3x4 + 2x3 + 2x2 + 2x  1 = 0, depende
del campo numerico empleado (tabla 5.1).
Tabla 5.1: Soluciones en funcion del campo numerico.
Ecuacion: 3x4 + 2x3 + 2x2 + 2x  1 = 0
Z Q C
x1 =  1 x1 =  1 x1 =  1
x2 = 1=3 x2 = 1=3
x3 = i
x4 =  i
Tal como se ha visto en las secciones 5.1 y 5.2, las tareas de resolucion de ecuaciones
se pueden resolver por conguraciones que no implican necesariamente una codicacion
algebraica. La resolucion de un sistema se puede realizar por tecnicas aritmeticas, em-
pleando lenguaje natural, y apoyando la argumentacion sobre un esquema geometrico.
Sin embargo, el campo numerico de referencia supone una restriccion epistemologica de
primer orden, independientemente de la tecnica y del lenguaje empleados en la resolu-
cion.
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5.3. Dimension cognitiva
Las situaciones-problema son el punto de partida de la actividad matematica en toda
area de conocimiento dentro de las matematicas. En particular, las situaciones-problema
son tambien el contexto que caracteriza la resolucion de ecuaciones, puesto que hay que
identicar el conjunto de situaciones que permite modelizar la practica matematica a
partir de ecuaciones y sistemas de ecuaciones. En la seccion dedicada a la dimension
epistemologica (5.2), se ha descrito una conguracion de objetos primarios que se pone
en funcionamiento en la resolucion de tareas de resolucion de ecuaciones. Asimismo, se
han descrito y caracterizado algunas formas de resolucion, dentro de una clasicacion por
niveles de algebrizacion. El punto de partida de las distintas conguraciones de resolucion
de ecuaciones la conforma una conguracion epistemicas aritmetica, que relaciona el
numero el empleo del numero, perteneciente a sus diversos conjuntos, con las operaciones
aritmeticas basicas y los procesos de particularizacion y generacion de extensivos.
Las situaciones aritmeticas basicas se pueden clasicar en situaciones aditivas y mul-
tiplicativas, y la forma en la que el sujeto se enfrenta a estas situaciones determina su
desarrollo cognitivo, es decir: el sujeto es un \sujeto en situacion" (Vergnaud, 1998).
Se ampla de esta forma la teora piagetiana de las operaciones logicas y de las estruc-
turas generales del pensamiento, introduciendo en el analisis cognitivo las nociones de
conocimiento y situacion. As, una nocion (N) concreta queda determinado por:
Un conjunto de situaciones (S) que le da sentido.
Un conjunto de invariantes operatorios (I) usados por el sujeto para analizar y
dominar las situaciones.
Un conjunto de representaciones simbolicas (R) usados para representar el conjunto
de invariantes, y por extension, las situaciones.
Moreira, Caballero y Vergnaud (2009) representan la relacion anterior por medio
de la 3-tupla N = (S; I;R). Se utiliza aqu el termino \situacion" en el sentido de
\tarea" o \combinacion de tareas", y diere por tanto de la idea de \situacion didactica"
presentada en el marco de la TSDM (captulo 3), que tiene una vision sistemica. Ademas,
se sustituye aqu de forma intencionada el termino \concepto" por el de \nocion": el
primero evoca la formacion de una opinion o la determinacion de una imagen mental
sobre una idea o un pensamiento; mientras que el segundo se reere al conocimiento
elemental que un sujeto tiene de algo.
El conjunto de invariantes operatorios es, junto con los esquemas de resolucion, uno
de los ingredientes esenciales en la practica matematica. Los invariantes operatorios se
clasican en \nociones en accion" y \teoremas en accion", es decir, respectivamente,
categoras de pensamiento y proposiciones consideradas pertinentes en el contexto de la
situacion propuesta. Cerrando la 3-tupla, tanto los invariantes operatorios como las no-
ciones requieren de representaciones simbolicas ostensivas que faciliten su manipulacion
y su articulacion dentro de un campo de conocimiento determinado.
Tomando como punto de partida una conguracion aritmetica de la resolucion de
ecuaciones, es conveniente profundizar en las estructuras aditivas, es decir, el conjunto
de situaciones cuyo dominio requiere una adicion, una sustraccion o una combinacion de
tales operaciones. A continuacion, se presentan algunos ejemplos, tomados de Vergnaud
(1998, 174).
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Ejemplo 29 (Situaciones aditivas) En las situaciones aditivas el numero se puede
interpretar como numero cardinal, ganancia o perdida, aumento o disminucion, trans-
formacion o estado, estado inicial o nal, transformacion positiva o negativa, y adicion
o sustraccion.
1. \Juanita tena 7 canicas, ella jugo y gano 5 canicas, >Cuantas canicas tiene aho-
ra?" El 7 es un numero natural (estado), mientras que el 5 indica una ganancia o
aumento (transformacion positiva). Se desconoce el estado nal.
2. \Pablo tena 12 canicas, el jugo y perdio 5 canicas, >cuantas canicas tiene ahora?"
El 12 es un numero natural (estado), mientras que el 5 indica una perdida o
disminucion (transformacion negativa). Se desconoce el estado nal.
3. \Hans tena 9 canicas, el jugo con Ruth, ahora tiene 14 canicas, >que sucedio du-
rante el juego?" El 9 y el 14 son numeros naturales (estados), y se desconoce la
transformacion positiva realizada (sustraccion).
4. \Ruth jugo a las canicas con Hans y perdio 5 canicas; ahora tiene 7 canicas,
>cuantas tena antes de jugar?" El 7 es un numero natural (estado), mientras que
el 5 indica una perdida o disminucion (transformacion negativa); se trata de una
adicion.
Cada una de las situaciones 1   4 del ejemplo 29 se resuelve a partir de un proce-
dimiento aditivo relacionado con una nocion en accion determinada. De entre ellas, la
situacion aditiva 4 se presupone la mas compleja para los ni~nos de siete u ocho a~nos, que
se inician en la aritmetica, puesto que requiere de razonamiento inverso (deduccion y
resolucion hacia atras). Es necesario, pues, un estudio de las estructuras aditivas y mul-
tiplicativas para identicar las potenciales dicultades a las que se enfrenta el alumno
en una conguracion aritmetica.
A medida que el ni~no avanza en su desarrollo cognitivo, las situaciones aritmeticas
evolucionan hacia la introduccion de otras nociones y operaciones. Las situaciones que
modelizan los distintos signicados de las operaciones multiplicacion y division, se pue-
den introducir a partir de los 9-10 a~nos. Ademas, las estructuras multiplicativas permiten
la modelizacion de invariantes operatorios y esquemas de accion que mas adelante, en
la Educacion Secundaria, serviran se conocimiento previo para el estudio de las propie-
dades lineales en ecuaciones y en expresiones funcionales. A continuacion, se presenta
un ejemplo en que participan invariantes operatorios (teoremas en accion), tomados de
Vergnaud (1998, 167).
Ejemplo 30 (Situaciones multiplicativas) En las situaciones multiplicativas parti-
cipan conceptos e invariantes operatorios que caracterizan el campo conceptual de las
estructuras multiplicativas: funcion lineal, funcion no lineal, espacio vectorial, analisis
dimensional, fraccion, razon, tasa, numero racional, multiplicacion y division.
Se propone a un ni~no de 13 a~nos el siguiente problema, \el consumo de harina para
diez personas es, en promedio, 3; 5 Kg. por semana, >cual es la cantidad de harina de
harina necesaria para cincuenta personas, durante 28 das?"
El ni~no responde de la siguiente forma, \5 veces mas personas, 4 veces mas al da,
esto es 20 veces mas harina; luego, 3; 5 20 = 70 Kg."
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La respuesta dada por el ni~no presupone el siguiente teorema implcito en su pen-
samiento, f(n1x1; n2x2) = n1n2f(x1; x2), donde la aplicacion f indica el consumo; es
decir, f(5 10; 4 7) = 5 4 f(10; 7).
Tambien se podra expresar por la relacion proporcional C = KP D donde C es
el consumo, P el numero de personas, D el numero de das y K el consumo por persona
y da, es decir, C = 5 4 3; 5.
Los analisis de las estructuras aditivas y multiplicativas, son ejemplos que permi-
ten constatar como que el desarrollo cognitivo del estudiante avanza en relacion a un
conjunto de situaciones, conceptos, invariantes operatorios y esquemas. El conjunto de
situaciones sirve de referencia y permite asociar un signicado personal a las nociones,
el sujeto se situa as en el polo de sujeto en accion, en el nucleo de la asignacion de
signicado a la nocion, en funcion de la practica operativa y discursiva. El signicado
que el sujeto da a las nociones permite la acomodacion de los invariantes operatorios que
permiten, a su vez, resolver las tareas matematicas. Las situaciones permiten, tambien,
desarrollar esquemas de resolucion, los cuales, junto con los invariantes operatorios, son
los ingredientes esenciales del desarrollo cognitivo.
La interaccion entre el esquema de accion y las situaciones, es la fuente primaria de las
representaciones simbolicas. Los invariantes operatorios contienen cierta representacion
simbolica, requieren de representaciones ostensivas para su manipulacion, y a su vez, la
nocion que subyace es el signicante de la representacion. En este sentido, un campo del
conocimiento esta formado por un conjunto de situaciones, que requiere el dominio de
una serie de nociones, y que requieren a su vez el uso de representaciones simbolicas.
La practica matematica se ejecuta, en este sentido, atendiendo a estos ingredientes
esenciales, es decir, con la aplicacion de esquemas e invariantes operatorios. Los esquemas
se ejecutan atendiendo a las metas que tiene el sujeto, las anticipaciones que es capaz
de realizar sobre el conjunto de situaciones, las reglas de accion que es capaz de aplicar
y las inferencias que es capaz de realizar. Tal como se ha adelantado al principio de esta
misma seccion, los invariantes operatorios son proposiciones que se tienen por validas
dentro de un campo del conocimiento (teorema en accion), categoras que son pertinentes
dentro del campo conceptual (nociones en accion) y la relacion dialectica entre ellos.
En cada etapa educativa, el estudiante descubre y desarrolla un buen numero de
nociones en accion. Cabe destacar los de grandeza y magnitud, valor unitario, razon
y fraccion, funcion y variable, tasa constante, dependencia e independencia, cociente
y producto de dimensiones. Asimismo, el teorema en accion mas importante es, segun
Vergnaud (1994), la propiedad isomorca de la funcion lineal,
f(ax1 + bx2) = af(x1) + bf(x2)
junto con la propiedad invertible del coeciente constante de la funcion,
f(x) = ax) x = 1
a
f(x)
Estos conceptos y teoremas en accion no se explicitan y no son, en este sentido,
verdaderos conceptos cientcos ni teoremas demostrados.
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5.4. Dimension de ense~nanza
Los contenidos matematicos que contempla el currculo de Educacion Secundaria
(MEC, 2007) se agrupan en 5 bloques de contenidos, con la siguiente estructura: aritmeti-
ca, algebra, geometra, funciones elementales, estadstica y probabilidad. Por regla ge-
neral, la estructura de estos bloques de contenidos se repite tanto en los currculos de las
Comunidades Autonomas (DEGN, 2007) como en las unidades didacticas en los libros
de texto. Por razones pragmaticas, en los Departamentos de Matematicas en los centros
educativos de secundaria, las programaciones didacticas se estructuran de forma lineal,
y siguen normalmente esta misma secuencia (Lasa, 2011).
En la estructura curricular, el contenido matematico resolucion de ecuaciones perte-
nece al bloque algebraico, y por ello, su estudio se realiza a partir de una conguracion
epistemica algebraica. La resolucion algebraica de sistemas de ecuaciones se apoya en
algunos casos en tecnicas gracas. Sin embargo, los contenidos funcionales se programan
con posterioridad a la resolucion de ecuaciones, y no hay una ense~nanza especca de
tecnicas de resolucion graca que vayan mas alla de la representacion, punto-por-punto,
de dos expresiones algebraicas y de la obtencion del punto de corte de las curvas, obte-
nidas por esta union de segmentos entre puntos. En ausencia de una instruccion precisa
en el campo funcional, en estos casos, la resolucion graca puede no ser transparente
para el estudiante.
El currculo de matematicas contempla el uso de tecnologas en el aula (calculado-
ras, hoja de calculo o software dinamico), por lo que otras tecnicas de resolucion de
ecuaciones, como por ejemplo, la aproximacion numerica por ordenador, tendran teori-
camente cabida en una programacion de centro. Sin embargo, las tecnicas no-algebraicas
de resolucion de ecuaciones estan ausentes de la practica diaria.
Las directivas ministeriales y los programas institucionales de ense~nanza estructuran,
controlan y evaluan los procesos de ense~nanza en el sistema educativo, pero no estan
exentos del fenomeno de obsolescencia (Brousseau, 1998). Las modicaciones periodicas
que sufren estos textos necesariamente genericos y excesivamente abiertos, no suelen
traer consigo una renovacion de las situaciones de ense~nanza que presentan los libros de
texto, los cuales, de una edicion a la siguiente, solamente cambian peque~nos matices, o
actualizan el dise~no del grasmo. Con independencia del marco legal en el que se desa-
rrolla el proceso educativo, el trabajo y la responsabilidad en el aula de matematicas se
debe repartir entre docente y estudiante, de acuerdo con un contrato didactico adaptado
a las condiciones institucionales y que este en construccion efectiva (Brousseau, 1998).
En las siguientes secciones, se realiza un analisis del objeto matematico \resolucion
de ecuaciones" en el currculo vigente y en los libros de texto. El analisis se fundamenta
en el seguimiento longitudinal de tres descriptores utilizados por Lasa (2011):
[C1] Obtencion de valores numericos sencillos en formulas.
[C2] Uso de tecnologas.
[C3] Resolucion de ecuaciones.
La seccion naliza con un estudio piloto sobre resolucion de ecuaciones e inecuaciones
asistida por modelos dinamicos. En el, profesores de matematicas de secundaria en
formacion resuelven tareas de resolucion de ecuaciones e inecuaciones, con el objetivo
de identicar y analizar los comportamientos en la resolucion, en funcion del momento
de utilizacion del software.
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5.4.1. La resolucion de ecuaciones en el currculo vigente
Los contenidos en \resolucion de ecuaciones" aparecen en distintos bloques de con-
tenidos a lo largo del currculo educativo (MEC, 2007) en la Educacion Secundaria, y
tambien lo hacen, evidentemente, los descriptores utilizados en el seguimiento de este
contenido a lo largo del currculo.
El descriptor C1 (obtencion de valores numericos sencillos en formulas) tiene un
caracter prealgebraico (tabla 5.2). Enlaza la incipiente manipulacion de smbolos alge-
braicos (nivel 1 de algebrizacion) con los conocimientos aritmeticos previos que el ni~no
ha adquirido en la etapa de Educacion Primaria. Su presencia es, por ello, mas fuer-
te en tercer ciclo de Educacion Primaria y en primer ciclo de Educacion Secundaria
Obligatoria.
La introduccion de contenidos algebraicos avanzados en segundo ciclo de ESO (rela-
tivos al descriptor C3) hace que este descriptor desaparezca a partir de 3o curso de ESO.
Por ejemplo, el bloque 4 de contenidos del currculo de Educacion Primaria, gracos y
parametros estadsticos trata la obtencion de valores en representaciones funcionales.
En primer ciclo de ESO, ademas del bloque 3 de contenidos algebraicos, otros pun-
tos currculo tambien guardan relacion con la resolucion de ecuaciones: por un lado, el
bloque 2 de numeros cita las estrategias aritmeticas necesarias para el calculo de canti-
dades; por otro lado, el bloque 4 de contenidos geometricos contiene la manipulacion de
formulas para el calculo de areas y volumenes de guras planas.
Tabla 5.2: C1: obtencion de valores numericos sencillos en formulas (MEC, 2007).
Curso Contenidos relativos al descriptor C1
5-6 EP Gracos y parametros estadsticos: disposicion a la
elaboracion y presentacion de gracos y tablas de for-
ma ordenada y clara.
1 ESO Obtencion de valores numericos en formulas sencillas.
Estimacion y calculo de permetros de guras. Esti-
macion y calculo de areas mediante formulas, triangu-
lacion y cuadriculacion.
2 ESO Obtencion del valor numerico de una expresion alge-
braica. Volumenes de cuerpos geometricos. Resolucion
de problemas que impliquen la estimacion y el calculo
de longitudes, supercies y volumenes.
El descriptor C2 (uso de tecnologas) hace referencia a la utilizacion de instrumentos
informaticos para asistir la resolucion de ecuaciones (tabla 5.3). Identica contenidos
transversales en las etapas de EP y ESO, pero desaparece del currculo en Bachillerato.
En Educacion Primaria, se citan explcitamente el uso de calculadora y del ordenador,
tanto en el bloque 1 de estrategias de calculo, como en el bloque 4 de tratamiento de
la informacion. Se considera conveniente el uso de la calculadora para estimar valores
y para calcular expresiones complejas. Asimismo, el ordenador se debera utilizar en
la comprension de contenidos funcionales. Tambien en toda la etapa de ESO, el uso
de herramientas tecnologicas debe facilitar los calculos de tipo numerico, algebraico o
estadstico, debe apoyar las representaciones funcionales y debe facilitar la comprension
de propiedades geometricas. El descriptor C2 de uso tecnologas agrupa una serie de
contenidos cuya redaccion es intencionadamente ambigua.
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Tabla 5.3: C2: uso de tecnologas (MEC, 2007).
Curso Contenidos relativos al descriptor C2
5-6 EP Estrategias de calculo: utilizacion de la calculadora en
la resolucion de problemas, decidiendo sobre la con-
veniencia de usarla en funcion de la complejidad de
los calculos. Caracter aleatorio de algunas experien-
cias: conanza en las propias posibilidades e interes
por utilizar las herramientas tecnologicas en la com-
prension de los contenidos funcionales.
ESO Utilizacion de herramientas tecnologicas para facilitar
los calculos de tipo numerico, algebraico o estadstico,
las representaciones funcionales y la comprension de
propiedades geometricas.
El descriptor C3 (resolucion de ecuaciones) recoge el desarrollo de los contenidos
especcos en la resolucion de ecuaciones, desde el empleo de estrategias de calculo
numerico hasta el algebra de matrices (tabla 5.4). La presencia de este descriptor es
ininterrumpida a lo largo de todas las etapas educativas, y su presencia aumenta a
partir de segundo ciclo de ESO. El descriptor C3, ademas, avanza en los niveles de
algebrizacion hasta llegar a los niveles 2 y 3.
A pesar de que en el currculo de Educacion Primaria no existe un bloque especco
de contenidos algebraicos, los contenidos prealgebraicos y de resolucion de ecuaciones
se pueden identicar en otros bloques de contenidos. Por ejemplo, en el bloque 1 de
numeros y operaciones se citan las estrategias de calculo, tales como la utilizacion de la
tabla de multiplicar para identicar multiplos y divisores. En el bloque 3 se concretan
los contenidos de geometra, la situacion en el plano y en el espacio, distancias, angulos y
giros, aparecen aqu en sistema de coordenadas cartesianas y la descripcion de posiciones
y movimientos por medio de coordenadas, distancias, angulos y giros.
En primer curso de ESO, los contenidos de resolucion de ecuaciones se organizan
tambien, principalmente, dentro del contexto aritmetico. Se introducen por primera vez
el conjunto de los numeros y las operaciones con numeros negativos. En segundo curso
de ESO, se introducen formalmente las ecuaciones de primer grado, las transformaciones
algebraicas que mantienen invariantes las soluciones de una ecuacion, y los contextos de
uso y las tipologas de problemas en las que se estos contenidos se ponen en funciona-
miento.
A partir de tercer curso de ESO, ademas de las ecuaciones de primer grado, los
contenidos de resolucion de ecuaciones introducen las ecuaciones de segundo grado y
los sistemas de ecuaciones. En cuarto curso, las modalidades A y B de la asignatura de
matematicas tienen caracter distinto. En la modalidad A, los contenidos de matemati-
cas presentan una estructura de caracter terminal: no contempla nuevos contenidos y
aanza los que ya se han trabajado en cursos previos. La estructura de contenidos de
la modalidad B es propedeutica, y contempla nuevos contenidos, como por ejemplo la
resolucion de inecuaciones.
En general, en Bachillerato, se introduce la conguracion de algebra de matrices. Por
un lado, en la modalidad de Ciencias y Tecnologa, se trabaja la discusion y resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales; por otro lado, en la modalidad de Ciencias Sociales,
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se trabaja el metodo de Gauss.
El currculo contempla una coleccion de procedimientos para la resolucion de ecua-
ciones, junto con los conceptos y elementos lingusticos que los acompa~nan, y se motivan
a partir de una variedad de situaciones intramatematicas. Se discuten a continuacion
las presencias y las ausencias de los descriptores del saber matematico \resolucion de
ecuaciones".
En relacion a la conguracion aritmetica, se tratan, por ejemplo, procedimientos de
tanteo y estimacion a partir de situaciones de calculo mental. Ademas de los procedi-
mientos de calculo aritmetico, el currculo de ESO contempla, sobre todo, la congura-
cion algebraica: una clasicacion de estructuras de ecuaciones que se resuelven a partir
de formulas y algoritmos. La conguracion algebraica basada en la manipulacion por
transposicion de elementos se complementa, en Bachillerato, con teoremas clasicos de
analisis matematico, que permiten una conguracion funcional de la resolucion de ecua-
ciones. Por ejemplo, el Teorema de Bolzano permitira la presentacion de situaciones
que implementen metodos numericos y computacionales de resolucion.
A pesar de que el descriptor C1 desaparece del currculo a partir de segundo ciclo de
ESO, los contenidos relativos a la obtencion de valores numericos en formulas sencillas
continua implcito en las siguientes etapas. Por ejemplo, en el Bachillerato de modalidad
en ciencia y tecnologa, algunas materias de disciplinas cientcas trabajan la resolucion
de ecuaciones no lineales: en electricidad, fsica, qumica y tecnologa industrial.
El descriptor C3 recoge los contenidos y procedimientos propios de la resolucion
de ecuaciones en todas las etapas educativas: metodos por transposicion de elementos,
formula de segundo grado, algoritmo de Runi, etc. Los procedimientos y los algoritmos
se trabajan, por regla general, sobre el conjunto de los numeros racionales, con una clara
preferencia al conjunto de los numeros enteros. Las tecnicas de calculo mental tienen
tambien una presencia longitudinal ininterrumpida en todas las etapas, y se utilizan para
resolver ecuaciones sencillas para el nivel algebraico pretendido. Cuando las ecuaciones
exceden el nivel algebraico pretendido, se fomentan los procedimientos de tanteo o falsa
posicion.
El descriptor C3 identica en la etapa de Bachillerato contenidos funcionales que
permiten la articulacion de procedimientos numericos de resolucion de ecuaciones (teo-
rema de Bolzano, tecnica del valor medio, etc.), pero no explicita ningun procedimiento
concreto. En particular, y en relacion al descriptor C2, en el currculo de Bachillerato
no se explicita el uso del ordenador, y desaparecen por tanto del currculo las referencias
a la resolucion numerica de ecuaciones, a la aproximacion numerica de races, etc. El
descriptor C2 identica claramente los procesos de tanteo utilizando la calculadora en
la resolucion de ecuaciones complejas, y la resolucion graca de sistemas de ecuaciones
lineales en el plano.
5.4.2. Coherencia entre currculum y libros de texto
En la seccion 5.4.1 se ha explicado la estructura del currculo a partir de tres des-
criptores que identican contenidos relativos a la resolucion de ecuaciones (tablas 5.2,
5.3 y 5.4). Estos contenidos curriculares se concretan, en un segundo nivel, en las pro-
gramaciones de centro y en las propuestas de unidades didacticas en los libros de texto.
En esta seccion se discute como se realiza esta concrecion de contenidos en los libros de
texto, atendiendo a dos aspectos basicos: por un lado, se trata de averiguar si existe una
correspondencia entre los contenidos en ambas fuentes; por otro lado, se trata de deter-
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Tabla 5.4: C3: resolucion de ecuaciones (MEC, 2007).
Curso Contenidos relativos al descriptor C3
5-6 EP Estrategias de calculo: utilizacion de la tabla de multiplicar para identicar
multiplos y divisores. La situacion en el plano y en el espacio, distancias,
angulos y giros: sistema de coordenadas cartesianas. Descripcion de posicio-
nes y movimientos por medio de coordenadas, distancias, angulos y giros.
1 ESO Divisibilidad de numeros naturales. Multiplos y divisores comunes a varios
numeros. Aplicaciones de la divisibilidad en la resolucion de problemas aso-
ciados a situaciones cotidianas. Necesidad de los numeros negativos para
expresar estados y cambios. Reconocimiento y conceptualizacion en contex-
tos reales.
2 ESO Signicado de las ecuaciones y de las soluciones de una ecuacion. Resolucion
de ecuaciones de primer grado. Transformacion de ecuaciones en otras equi-
valentes. Interpretacion de la solucion. Utilizacion de las ecuaciones para la
resolucion de problemas. Resolucion de estos mismos problemas por metodos
no algebraicos: ensayo y error dirigido.
3 ESO Resolucion de ecuaciones de primer y segundo grado con una incognita. Sis-
temas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Resolucion de problemas
mediante la utilizacion de ecuaciones, sistemas y otros metodos personales.
Valoracion de la precision, simplicidad y utilidad del lenguaje algebraico para
resolver diferentes situaciones de la vida cotidiana.
4 ESO A Resolucion graca y algebraica de los sistemas de ecuaciones. Resolucion de
problemas cotidianos y de otras areas de conocimiento mediante ecuaciones
y sistemas. Resolucion de otros tipos de ecuaciones mediante ensayoerror o
a partir de metodos gracos con ayuda de los medios tecnologicos.
4 ESO B Resolucion graca y algebraica de los sistemas de ecuaciones. Resolucion de
problemas cotidianos y de otras areas de conocimiento mediante ecuaciones
y sistemas. Resolucion de otros tipos de ecuaciones mediante ensayo-error o
a partir de metodos gracos con ayuda de los medios tecnologicos. Resolu-
cion de inecuaciones. Interpretacion graca. Planteamiento y resolucion de
problemas en diferentes contextos utilizando inecuaciones.
Bachiller
1 CT
Resolucion e interpretacion graca de ecuaciones e inecuaciones. Utilizacion
de las herramientas algebraicas en la resolucion de problemas. Resolucion e
interpretacion graca de ecuaciones e inecuaciones.
Bachiller
2 CT
Discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
Bachiller
1 CCSS
Resolucion de problemas del ambito de las ciencias sociales mediante la uti-
lizacion de ecuaciones o sistemas de ecuaciones lineales. Metodo de Gauss.
Bachiller
2 CCSS
Inecuaciones lineales con una o dos incognitas. Sistemas de inecuaciones.
Programacion lineal. Aplicaciones a la resolucion de problemas sociales,
economicos y demogracos. Interpretacion de las soluciones.
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minar si la actividad matematica que se deduce de los ejercicios, problemas y cuestiones
del libro de texto favorece el desarrollo de las capacidades mencionadas en el currculo.
En el currculo de Educacion Primaria (MEC, 2006), no existe un bloque de conte-
nidos especco de algebra o pre-algebra: los contenidos algebraicos, pre-algebraicos y la
resolucion de ecuaciones no se citan expresamente en el documento. Aun as, los libros
de texto (Vicens Vives, 2003) contienen ejercicios en los que:
Dado un resultado, se requiere el calculo mental para hallar un sumando o factor
desconocido.
Aparece simbologa pre-algebraica.
Se requiere se la transposicion de elementos en su resolucion.
Se requiere la aplicacion de la relacion de orden para hallar valores (la simbologa
aparecera mas adelante en la resolucion de inecuaciones).
La propia naturaleza del currculo en Primaria favorece el trabajo integrado de no-
ciones y la interconexion entre contenidos matematicos. Nociones que formalmente se
clasican en distintas areas de las matematicas, no forman en esta etapa grupos estancos
de contenidos. Esta forma de proceder se pierde mas adelante en ESO. Los contenidos
de resolucion de ecuaciones se estiman a traves de criterios de evaluacion aritmeticos
(uso correcto de operaciones, calculo mental) y criterios de evaluacion de tratamiento
de la informacion (uso de tablas, gracos, informacion en distintos soportes).
El Real Decreto es un documento de mnimos, en el cual se enumeran los conoci-
mientos y competencias que un alumno debe demostrar al nalizar la etapa. Los libros
de texto pueden exceder esos contenidos, a~nadir unos nuevos o incluir aquellos de cursos
posteriores, siempre y cuando se trabajen los mnimos correspondientes. En los libros
de texto estudiados por Lasa (2011), se observa en todos ellos el adelanto sistematico de
contenidos. Por ejemplo, en el bloque de geometra de los libros de texto de primaria,
se requiere el calculo de areas mediante formulas y uso de intensivos algebraicos, pro-
pios del primer curso de ESO. Por el contrario, hay una ausencia clara de ejercicios de
identicacion y clasicacion de formas geometricas planas, mas propios de la etapa.
Una vez se avanza a la etapa de ESO, Lasa (2011) observa una posible incoheren-
cia del currculo en relacion al calculo de potencias y races. La introduccion de estas
operaciones encuentra una justicacion en el calculo de permetro, area y volumen. Los
ejercicios de aplicacion de formulas para el calculo de areas y volumenes son usuales en
los libros de texto de ESO. Sin embargo, en algunos libros de texto, se pueden encon-
trar ejercicios en los que se requiere de los estudiantes la obtencion de una variable en
funcion de otra, por manipulacion de factores en las formulas algebraicas para el calculo
de areas y volumenes: las ecuaciones de segundo y tercer grado se estudian, en realidad,
en cursos posteriores.
A diferencia del currculo de Educacion Primaria, en la etapa de Educacion Secunda-
ria los contenidos matematicos se organizan en compartimentos estancos (MEC, 2007a)
con un predominio claro del bloque de contenidos algebraicos, inexistente en la etapa
anterior. La estructura del Decreto provoca que los libros de texto de secundaria se or-
ganicen a su imagen y semejanza, en captulos estancos. A su vez, un docente que toma
el libro de texto como referencia unica para la organizacion de la actividad matematica
en el aula, estructura su da a da con actividades que carecen de integracion con otros
bloques de contenidos. En denitiva, la estructura de un texto de ambito legal puede
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provocar un fenomeno didactico en el ambito de la organizacion de las ense~nanzas en
el aula (Lasa, 2011). Por ejemplo, en los libros de texto se pierde de vista la relacion
que existe entre los contenidos de resolucion de ecuaciones en el bloque de algebra, y
los contenidos de representacion graca de ecuaciones y sistemas de ecuaciones en el
bloque de funciones. No se ha podido encontrar ningun libro de texto que presente estos
contenidos de forma integrada.
Lasa (2011) identica el fenomeno de adelanto sistematico de contenidos en la etapa
de secundaria, y ejemplica en la siguiente secuencia la inclusion en cada libro de con-
tenidos de resolucion de ecuaciones propios del curso siguiente (Anaya, 2009a, 2009b,
2009c, 2009d):
En primer curso se incluyen ejercicios de resolucion de ecuaciones de primer grado;
se trata de un contenido de mnimos de segundo curso.
En segundo curso se incluyen ejercicios de resolucion de ecuaciones de segundo
grado y sistemas de ecuaciones lineales; se trata de contenidos de mnimos propios
de tercer curso.
En tercer curso se incluyen ejercicios de resolucion de ecuaciones exponenciales,
ecuaciones con radicales y ecuaciones polinomicas, a resolver por tecnicas de tan-
teo, junto con fracciones algebraicas; se trata de contenidos algebraicos y funcio-
nales propios de cuarto curso.
En cuarto curso (modelo B) aparecen ecuaciones polinomicas, con especial atencion
a las bicuadradas, ecuaciones con fracciones algebraicas, ecuaciones con radicales,
sistemas de ecuaciones no-lineales, inecuaciones y sistemas de inecuaciones; estos
contenidos s son coherentes con el currculo.
En denitiva, el Decreto tiene caracter de mnimos y los libros de texto no omiten
ningun contenido propio del nivel. El hecho de incluir ejercicios de niveles posteriores
tiene plena coherencia curricular, y puede ayudar a atender la diversidad en el aula.
Sin embargo, cuando el Departamento de matematicas de un Centro particular de-
ne los contenidos mnimos de su programacion en referencia unica al libro de texto,
esta modicando de forma alarmante la estructura de los contenidos.
Las situaciones que contextualizan la resolucion de ecuaciones presentan en todos los
cursos de ESO una estructura similar: ejercicios aislados en los que se quiere la identi-
cacion del tipo de ecuacion y la aplicacion de una tecnica determinada. Los problemas
que requieren el planteamiento y la posterior resolucion de un sistema de ecuaciones
lineales, casi no vara de enunciado o grado de dicultad: se trata en su mayora de
ecuaciones con multiplos, fracciones o porcentajes.
La ausencia de una situacion adidactica fundamental o de una situacion-problema
extramatematico, hace que la introduccion de tareas de resolucion no tenga una fase
previa de exploracion (Mendiola, 2005). El objeto matematico \resolucion de ecuaciones"
se presenta de manera ostensiva, presentando un ejemplo de resolucion por cada metodo.
A continuacion, se ejercita la tecnica con una batera de ejercicios muy similares unos
con otros: mismo campo numerico, etc. Por el funcionamiento del sistema de ense~nanza,
los metodos de resolucion se presentan de forma atomizada, sin integrar las tecnicas
dentro de una teora general, sin presentar aspectos comunes a dichas tecnicas y sin
deducir unas tecnicas de otras (por ejemplo, los metodos de sustitucion, igualacion y
reduccion dan origen a la regla del pivote, que no es sino un paso previo al estudio de
determinantes).
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5.4.3. La nocion de igualdad
En el estudio y analisis de currculo y de los libros de texto, se observan ciertas
divergencias entre las conguraciones de los objetos primarios en los procedimientos
de resolucion de ecuaciones descritos en la seccion 5.2 y las estructura de los libros de
texto. En los libros de texto analizados, las situaciones-problema que se presentan a
los estudiantes son en su mayora catalogos de tipos de ecuaciones, y no siguen las
indicaciones epistemicas que se dan en la seccion en torno a los procedimientos de
resolucion de ecuaciones.
Al comenzar la Educacion Secundaria, y partiendo de un nivel 0 de algebrizacion, la
resolucion aritmetica sirve de estrategia de base para realizar nuevos aprendizajes, aten-
diendo a la memoria didactica y la experiencia acumulada por el estudiante en la etapa
de Educacion Primaria. A medida que el estudiante avanza en la utilizacion de intensivos,
adquiere tecnicas algebraicas mas avanzadas y complejas. Ocasionalmente, el intento del
estudiante de resolver aritmeticamente el problema puede constituir un obstaculo epis-
temologico, que impedira descubrir un metodo de resolucion algebraico. Por ejemplo,
en la seccion 5.4.1 se ha constatado la tendencia en las propuestas educativas y en los
libros de texto a emplear coecientes enteros y soluciones enteras en sus propuestas, con
animo de facilitar la resolucion en las primeras fases del aprendizaje algebraico. Este
tipo de decisiones no hacen mas que reforzar este obstaculo epistemologico, generando
ademas un obstaculo didactico, puesto que el estudiante no tendra necesidad de cambiar
de conguracion epistemica hasta que sus conocimientos previos sean insucientes para
obtener la solucion del nuevo sistema, ampliando, por ejemplo, el campo numerico de la
situacion al conjunto de los numeros racionales.
Ademas del empleo de un campo numerico determinado, la resolucion de ecuaciones
lleva tambien consigo la manipulacion del signo de igualdad en distintos contextos.
Wilhelmi, Godino y Lacasta (2007) realizan una clasicacion de las deniciones de la
nocion de igualdad, explicitando los sistemas de practicas matematicas y el contexto
matematico de uso para cada uno de los signicados, y ponen de maniesto que \las
instituciones escolares aceptan (irreexivamente) que los estudiantes tienen la capacidad
de adaptar [la] denicion formal de la nocion de igualdad a los diferentes contextos de
uso" (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007, 82), generando, de esta manera, un fenomeno
de ilusion de la transparencia.
La denicion de igualdad vara en funcion del contexto matematico de referencia, y
a su vez, cada denicion condiciona las practicas operativas y discursivas. Estas deni-
ciones se clasican en funcion de los modelos de sistemas de practicas a los que estan
vinculados.
En el contexto topologico, dos numeros reales son iguales cuando la distancia entre
ambos es cero (igualdad metrica) o cuando el conjunto al que pertenecen es conexo
(igualdad conectiva). A su vez, el sistema de practicas metrico-conectivo guarda relacion
con el analtico, en el cual dos numeros reales son iguales si uno de ellos esta dentro de
todo entorno abierto centrado en el segundo (igualdad como proceso de paso al lmite) o
si las imagenes de ambos numeros a traves de una funcion inyectiva son iguales (igualdad
funcional).
En el contexto de resolucion de ecuaciones, dos numeros son iguales siempre que
sean solucion de la misma ecuacion (igualdad algebraica); se obvian en esta denicion
las ecuaciones con multiples soluciones. Esta es la denicion algebraica que se emplea de
forma implcita a partir de la Educacion Secundaria. Por un lado, su utilizacion supone
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una ruptura con el signicado que tiene la igualdad en el contexto aritmetico, en el que
dos numeros reales son iguales si representan una misma clase (igualdad como equivalen-
cia) o si cumplen la propiedad antisimetrica (igualdad de orden) (gura 5.10). Por otro
lado, en las conguraciones aritmetico-algebraicas, es comun el uso de representaciones
geometricas (planas o analticas) que enriquecen el lenguaje empleado en la practica
operativa, y se valen del eje de coordenadas cartesianas para la representacion de varia-
bles y funciones. La representacion algebraica de una ecuacion, junto con el signicado
algebraico de la igualdad, se encuentran, dentro de la cronologa de la organizacion cu-
rricular, en medio de los contextos de uso \aritmetico" y \funcional" de las expresiones
y las igualdades de resolucion de ecuaciones, a pesar de que estas nociones no forman
un continuo. La genesis historica avala esta circunstancia, ya que en la seccion 5.1 se ha
observado que los argumentos aritmeticos y funcionales aparecen en relacion, aun sin la
aparicion de un lenguaje simbolico algebraico.
Figura 5.10: Signicados asociados a la igualdad (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007,
92).
Existe la creencia de que los sistemas de practicas aritmetico, algebraico y funcio-
nal forman una cadena de aprendizaje, en la que cada conguracion genera condiciones
previas necesarias para el aprendizaje de la siguiente conguracion (Wilhelmi, Godino
y Lacasta, 2007). Se debe evitar, por tanto, este fenomeno de linealidad, y se deben po-
tenciar, en su lugar, instrumentos para adaptar la ense~nanza integrada de la aritmetica,
el algebra y el analisis. Es decir, el algebra no se debe entender solo como una aritmetica
generalizada, y la ense~nanza del algebra no se debe limitar a la manipulacion simbolica
de expresiones con letras. En este sentido, el uso de gracadores (Wilhelmi, 2003) y de
software dinamico debe jugar un papel central en la introduccion de nociones, procesos
y signicados de objetos matematicos, para desplazar as el foco de interes de los analisis
formales (manipulaciones simbolicas) hacia la comunicacion y construccion de conoci-
mientos de forma intuitiva, graca y numerica, ateniendo a la dimension tecnologica
(Artigue, 1998). Asimismo, se debe evitar este punto de vista reduccionista en el trata-
miento del analisis, que no se debe ver unicamente como un algebra de funciones. Este
punto de vista genera, a su vez, un fenomeno reduccionista del algebra.
\El analisis de la nocion de igualdad es una muestra de que la ense~nanza
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atomizada y lineal de la aritmetica, el algebra y el analisis (en este orden)
no contribuye al aprendizaje de estas obras matematicas; es necesaria
una concepcion triangular que permita, en cada problema concreto, la
interaccion de aproximaciones numericas, algebraicas y analticas para la
obtencion de una solucion." (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007, 112-113)
No existe, pues, una gradacion en los modelos expuestos para la nocion de igualdad,
ni una necesidad que obligue a postergar uno de ellos en benecio de otro. En su lugar, se
debe promover la articulacion de los distintos modelos para la nocion de igualdad, ya que
este transito facilita al estudiante la comprension de la propia nocion, y su utilizacion
en contextos en los que se requiere apliar la propiedad transitiva, no solo en el contexto
numerico, sino tambien en el contexto de la resolucion de ecuaciones. Por ejemplo, en la
Educacion Secundaria, la accion de despejar una variable determinada en una expresion
algebraica, requiere de un enorme de esfuerzo de comprension por parte de un estudiante
(Mendiola, 2005).
\Para un alumno que acaba de aprender a resolver ecuaciones de primer
grado con una incognita, despejar una incognita representa el metodo
natural para encontrar el valor numerico de x, pero ahora, despejar una
incognita tiene por objeto encontrar una relacion entre variables" (Men-
diola, 2005, 92).
ax+ by = c) x = c  by
a
Emplear conguraciones algebraicas en la resolucion de ecuaciones implica tambien
aceptar la doble naturaleza herramienta-objeto (Douady, 1986) de los sistemas de ecua-
ciones. As como en la antiguedad el numero negativo se utiliza como artilugio de calculo,
pero carece de un estatus propio como objeto matematico (seccion 5.1), atendiendo a
la conguracion aritmetica, el estudiante acepta la tecnica de resolucion como herra-
mienta para obtener un valor numerico, pero no como objeto matematico en s mismo,
rechazando as la dualidad herramienta-objeto de los sistemas de ecuaciones lineales.
En la siguiente seccion se presenta una experimentacion realizada en el marco del
Master en Formacion en Profesorado, con el objetico de evaluar el uso de software
dinamico como instrumento en la fase previa de exploracion.
5.4.4. Estudio piloto: GeoGebra en un momento de exploracion
Se discute en esta seccion la respuesta dada por estudiantes de Master en Formacion
en Profesorado en Secundaria (MFPS), a la hora de asistir mediante modelos dinamicos
la resolucion de sistemas de ecuaciones e inecuaciones con GeoGebra. El dise~no y el
objetivo de la experimentacion consisten en la identicacion del momento apropiado
para la utilizacion del software. En concreto, se observa como la intuicion puede inducir
una inadecuada utilizacion del modelo dinamico, siendo por tanto indispensable una
instruccion previa en el manejo y en los objetivos del mismo.
Muestra
Es intencional y esta formada por 17 estudiantes del MFPS. La experimentacion se
realizo durante los cursos 2011/2012 (9 estudiantes) y 2012/2013 (6 estudiantes). En
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su mayor parte, se trata de ingenieros o licenciados en ciencias, con experiencia en el
manejo de otros software matematicos, los cuales han recibido una instruccion previa
dentro del Master en el uso de GGB. Se ha constatado que esta tipologa de estudiantes se
familiariza rapidamente con GGB, como se discutio en el Primer congreso internacional
de GGB, celebrado en Linz en 2009.
El origen y tama~no de la muestra determina el tipo de resultados y su discusion,
que buscan la coherencia interna antes que la inferencia estadstica. La validez interna
se sigue del contraste entre lo esperado y lo observado, en el marco de una investigacion
basada en un metodo de ingeniera didactica, entendida esta en sentido extenso (Godino,
Batanero, Contreras, Estepa, Lacasta y Wilhelmi, 2013).
Cuestionario
Se propone a los estudiantes dos tareas de desarrollo de conocimientos matematicos
previamente adquiridos: la discusion de un sistema de dos ecuaciones y dos variables
(T1), y la discusion de un sistema de inecuaciones no lineal (T2). Los estudiantes conocen
sobradamente procedimientos para la resolucion de la tarea T1 y, por lo tanto, el foco
de atencion es exclusivamente el uso de GGB. En cambio, los estudiantes, si bien tienen
una formacion previa que les permite afrontar con ciertas garantas la tarea T2, no
disponen en su bagaje cultural de actividades relacionadas en contextos de aplicacion
estandarizados. Por lo tanto, el envite que tienen ante s los estudiantes es tanto la puesta
en marcha de procedimientos matematicos que hasta ahora les son ajenos, como de uso
del instrumento. En ambos casos la discusion se realiza en funcion de dos parametros
(tabla 5.5).
Tabla 5.5: Descripcion de la tarea.
Tarea T1 Tarea T2
Realiza la discusion del siguien-
te sistema de ecuaciones lineales,
segun los valores que tomen los
parametros a y b:
Realiza la discusion del siguiente
sitema de inecuaciones no linea-
les segun los valores que tomen
los parametros a y b:

ax+ 3y = 3
2x  by = 7

x2 + y2  a
x  y  b
Los estudiantes emplean dos metodos de resolucion. Por un lado, resuelven la tarea
por metodos algebraicos (MA) sobre papel, de la forma tradicional. Por otro lado, se
les pide que dise~nen un modelo dinamico (MD) que les asista en el analisis de la tarea
(las guras 5.11 y 5.12 muestran algunas disposiciones de los applet dise~nados por los
estudiantes), y una plantilla a tres columnas (tabla 5.6) para transcribir los resultados
obtenidos.
Existen dos cuestionarios, A y B, en los cuales se invierte la secuencia de resolucion.
El objetivo es contrastar si el orden de utilizacion de los medios materiales condiciona
las respuestas. En el cuestionario A, los estudiantes primero resuelven la tarea T1 por
metodos algebraicos y, a continuacion, se les pide que realicen la discusion por el modelo
dinamico (secuencia MA  MD); en este mismo cuestionario, la tarea T2 se resuelve
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primero por el analisis del modelo dinamico, para despues realizar la resolucion alge-
braica (secuencia MD  MA). En el cuestionario B, se invierte el orden: MD  MA
para T1, y MA MD para T2.
Tabla 5.6: Plantilla para la resolucion por Modelo Dinamico
Caso Representacion graca Resolucion algebraica
Comportamientos esperados
Atendiendo a la memoria didactica de la clase, se espera un mejor comportamiento
en la tarea T1 que en T2. Asimismo, se espera que el orden de los metodos MA y MD
inuya en el tipo de respuesta que den los estudiantes. El estudio previo a traves deMD
debe dar mejores resultados, dado que ofrece al estudiante un modelo de manipulacion
a la hora de abordar la casustica planteada. Por ultimo, la plantilla facilitada a los
estudiantes debe permitir una mejor organizacion de la informacion, al integrar los
puntos de vista algebraico y funcional del problema (Lasa, 2011). Esto debe permitir al
estudiante un control de sus producciones.
Resultados del estudio piloto
La tabla 5.7 resume los resultados obtenidos para T1. Se observa que estos resultados
son mejores en el cuestionario A, para todos los segmentos de la muestra.
Tabla 5.7: Resultados de la tarea T1, por cuestionario y a~no.
2012 2013 Cuestionarios
Respuesta A B Total A B Total A B Total
Correcta 3 2 5 3 1 4 6 3 9
Incompleta 1 0 1 0 1 1 1 1 2
Incorrecta 2 3 5 0 1 1 2 4 6
Total 6 5 11 3 3 6 9 8 17
Se resume en la tabla 5.8 los comportamientos observados en el cuestionario A, para
T1, y en la gura 5.13 se muestra una resolucion-tipo dada por un estudiante. A cada
tipo se resolucion MA le corresponde un uso de MD. La solucion correcta y completa
(con solucion para el caso compatible determinado (CD) en funcion de los parametros)
se dio por tecnicas matriciales, y se corresponde en el MD con una comprobacion de la
casustica obtenida.
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Compatible
determinado
(ab 6=  6)
Compatible
indeterminado
(ab =  6,
b =  7)
Incompatible
(ab =  6,
b 6=  7)
Figura 5.11: Disposiciones del applet en la tarea T1
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Compatible
determinado
(2a = b2)
Compatible
indeterminado
(2a > b2)
Incompatible
(2a < b2)
Figura 5.12: Disposiciones del applet en la tarea T2
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La solucion correcta, pero incompleta (sin solucion para el caso CD), se dio por
tecnicas de geometra analtica o el metodo de igualacion, y estos estudiantes utilizan el
MD para ejemplicar lo observado en la resolucion algebraica. A aquellos estudiantes
que no realizaron un analisis algebraico correcto del problema, el modelo dinamico no
les ayudo a encontrar una solucion.
La tabla 5.9 sintetiza los comportamientos para el cuestionario B. De forma similar
al caso anterior, una discusion correcta y completa por MD, implica una comprobacion
matricial mediante el MA. Sin embargo, tal y como se puede ver en la gura 5.14, una
discusion incompleta o incorrecta por MD, conlleva el estudio de casos irrelevantes de
los parametros (casos igual, menor o mayor que 0; posicion relativa de las rectas segun
los angulos formados), los cuales son considerados tambien en la resolucion mediante el
MA.
Tabla 5.8: Comportamientos de la tarea T1, cuestionario A
Metodo Algebraico Modelo Dinamico Instrumentacion GGB
Discusion correcta
Parametrizacion del caso CD
Tecnica matricial
Metodo de reduccion
Comprobacion exhaustiva
de la casustica obtenida
Utiliza el applet
como sistema de control
Discusion correcta
Sin parametrizacion del caso CD
Metodo de igualacion
Geometra analtica
Ejemplica los resultados,
dando valores particulares
a los parametros
Utiliza el applet
para mostrar ejemplos
de la casustica
Discusion incorrecta Sin realizar, incorrecto El applet
no aporta ningun apoyo
Tabla 5.9: Comportamientos de la tarea T1, cuestionario B
Metodo Algebraico Modelo Dinamico Instrumentacion GGB
Discusion correcta
Metodo de reduccion
Metodo de igualacion
Geometra analtica
Comprobacion matricial
y por rangos
Utiliza el applet para
la transcripcion de la
representacion graca
Discusion incompleta
o incorrecta
Estudio de casos irrelevantes
Analisis algebraico basado
en casos irrelevantes
La incorrecta utilizacion
del applet lleva a una
discusion anomala
A diferencia de lo observado en T1, los resultados en T2 son homogeneos para todos
los grupos, y el orden en el que se desarrolla la tarea no parece inuir en los resultados
obtenidos, tal como se puede observar en la tabla 5.10.
Aun y todo, se pueden identicar algunos de los comportamientos antes se~nalados. En
el cuestionario A, por ejemplo, los estudiantes que identican correctamente la casustica
por el MD, desarrollan correctamente la discusion por el MA, pero los que desvan su
atencion a disposiciones irrelevantes del applet, resuelven tambien incorrectamente la
tarea mediante el MA, excepto en un caso aislado. Asimismo, en el cuestionario B,
los que resuelven correctamente por el MA, ejemplican con valores particulares de
los parametros la casustica obtenida por MD; mientras que aquellos que resuelven de
forma incompleta por el MA (encuentran condiciones necesarias de la solucion, pero no
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Tabla 5.10: Resultados de la tarea T2, por cuestionario y a~no
2012 2013 Cuestionarios
Respuesta A B Total A B Total A B Total
Correcta 3 1 4 1 1 2 4 2 6
Incompleta 1 2 3 1 1 2 2 3 5
Incorrecta 2 2 4 1 1 2 3 3 6
Total 6 5 11 3 3 6 9 8 17
la parametrizan), son capaces de mejorar esa solucion inicial por el MD, puesto que
detallan mejor los casos.
Figura 5.13: Resolucion esperada.
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Figura 5.14: Resolucion atpica.
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Breve discusion de los resultados
La utilizacion del modelo dinamico inuye en la resolucion de la tarea. Es apropiado
utilizar el modelo dinamico como apoyo a la resolucion algebraica, para visualizar los
resultados numericos, controlar la produccion realizada, y dar as validez a la resolucion
obtenida. Sin embargo, los estudiantes no muestran un esquema de accion instrumentada
en el empleo del modelo dinamico.
Los estudiantes realizan mejor la tarea T1 al apoyar la resolucion algebraica con
la utilizacion de un modelo dinamico con el cual validar el resultado. Parece correcto
plantear un esquema de resolucionMA MD para este tipo de tareas, visto que la falta
de un esquema de accion puede llevar al estudiante a no abordar convenientemente el
estudio mediante el modelo dinamico.
En la tarea T2, el modelo dinamico permite estudiar las condiciones necesarias para
que exista solucion, pero sin un planteamiento estrictamente algebraico, no es posible
hallar esta solucion.
En denitiva, las pruebas experimentales no apoyan la conjetura de que el mode-
lo dinamico facilita per se el acceso a nuevas tareas complejas. En la introduccion de
una actividad, el modelo dinamico actua de distractor: el estudiante centra su actividad
en aspectos del modelo irrelevantes para la discusion del sistema. Es decir, el modelo
dinamico facilita la resolucion y mejora el resultado obtenido siempre y cuando el es-
tudiante este instruido en la resolucion de la tarea. Es necesario por tanto incidir en
este aspecto en la formacion de profesores; a saber: la necesidad de que los estudiantes
desarrollen un esquema de accion previo a la instrumentacion ecaz del artefacto.
Hacia el dise~no de la propuesta
En el estudio previo expuesto en este captulo se ponen las bases sobre las que
se organiza el analisis a priori de la ingeniera didactica. En particular, uno de los
objetivos de la experimentacion consiste en contrastar que los resultados observados en
este trabajo se dan tambien en alumnos de Educacion Secundaria, en tareas similares
de introduccion y desarrollo.
Es decir, atendiendo al medio material empleado, la secuencia de resolucion MA  
MD, la cual se observa mas conveniente para estudiantes de master, >es tambien la
mas apropiada para alumnos de secundaria? La plantilla de resolucion a tres columnas
utilizada en el estudio piloto, la cual da buenos resultados en grupos de estudiantes de
2o ESO en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas (Lasa,
2011), >es tambien un soporte adecuado en segundo ciclo de ESO?
En el captulo de analisis a priori, se progresa en el dise~no de un metodo de resolucion
de ecuaciones que integra los puntos de vista algebraico y funcional, con la asistencia
de software dinamico. En el dise~no de la propuesta, se integran, una vez mas, soportes
fsicos e informaticos, de forma que los estudiantes registren sus producciones en una
diversidad de soportes, para que ello facilite instrumentos de control de su produccion
matematica.
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Captulo 6
Analisis a priori
Breve resumen
En este captulo se realiza el dise~no de la fase experimental que se implementa en el
captulo 7. El dise~no se fundamenta en el marco teorico de la parte I y toma como
punto de partida el estudio previo del captulo 5. Se describen los aspectos institucionales,
personales y normativos del dise~no, y se presenta el cuestionario que se implementara en
la fase de experimentacion.
Laburbilduma
Kapitulu honetan, 7 kapituluan gauzatuko den esperimentazioaren diseinua egiten da.
Diseinuak oinarri hartzen du I zatiko marko teorikoa eta abiapuntu hartzen du 5 kapi-
tuluko aldez aurreko azterketa. Diseinuaren aspektu instituzional, pertsonal eta norma-
tiboak azalduko dira, eta esperimentazioan erabiliko den galdetegiaren aurkezpena egingo
da.
Short summary
In this chapter, we present the design of the experimental experience for chapter 7. The
design is based on the theoretical frame of part I and the starting point is the previous
analysis from chapter 5. We would explain the institutional, personal and normative
aspects of the design, and we would present the questionnaire for the experimental ex-
perience.
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En el estudio previo se ha realizado una introduccion del objeto matematico \reso-
lucion de ecuaciones", atendiendo a las dimensiones historica, epistemologica, cognitiva
y de ense~nanza. La antropologa del saber permite armar que, ya en la antiguedad, los
metodos aritmeticos de resolucion de ecuaciones se apoyan en las nociones funcionales de
incremento y proporcionalidad lineal, aun sin tener a mano una representacion simboli-
ca estrictamente algebraica de la ecuacion. En su lugar, la representacion simbolica y
graca de la ecuacion se realiza a partir de un esquema geometrico de una o varias
dimensiones, en funcion del numero de variables y ecuaciones.
El analisis de la dimension epistemologica conrma la posibilidad de congurar ob-
jetos matematicos numericos y funcionales para asistir la resolucion de sistemas de
ecuaciones. De forma paralela, la representacion simbolica en lenguaje algebraico de
un enunciado, en sus distintos niveles de algebrizacion, evoluciona atendiendo al tipo de
intensivos que participan en el enunciado, y a su funcion contextual y uso. Asimismo, el
lenguaje algebraico forma parte de la codicacion, independientemente de las nociones,
proposiciones, procesos y argumentos que se utilicen en la resolucion.
En la dimension cognitiva, se ha enfatizado como el sujeto adquiere conocimientos
en relacion con un conjunto de situaciones, un conjunto de invariantes operatorios y un
conjunto de representaciones simbolicas. No hay que obviar, por tanto, el papel de las re-
presentaciones algebraicas en la resolucion de ecuaciones, puesto que el uso de esquemas
de resolucion y la aplicacion de invariantes operatorios por parte del sujeto en accion se
ejecuta, en gran medida, en la manipulacion de dichas representaciones. Sin embargo,
el analisis de la dimension de ense~nanza pone en evidencia la atomizacion existente en
los procesos de estudio de ecuaciones e inecuaciones en el currculo y en los libros de
texto, donde los procedimientos algebraicos de resolucion se estudian de forma aisla-
da, sin contextualizacion adicional en otras conguraciones (aritmeticas, geometricas o
funcionales).
Todas estas consideraciones del estudio previo conforman el punto de partida de una
micro-ingeniera didactica que tiene por objetivo el dise~no de una situacion didactica, es
decir, la elaboracion de una genesis articial de la nocion resolucion de sistemas de ecua-
ciones no-lineales. En particular, se tratara un sistema de ecuaciones con una ecuacion
lineal (recta) y una ecuacion cuadratica (parabola). En este captulo se describe la si-
tuacion de ense~nanza, atendiendo a los aspectos institucionales, personales y normativos
del proceso de estudio.
Se construye en primer lugar un signicado de referencia de la nocion, y se detallan
las conguraciones de objetos y procesos que se activan en dichas practicas. Para ello, se
realiza una seleccion de las variables macro-didacticas que denen el proceso de estudio,
es decir: se seleccionan los objetos matematicos primarios, los procesos y los instrumentos
con los que se organiza la practica matematica.
En la dimension cognitiva, se analizan los conocimientos previos y los comporta-
mientos esperados de los estudiantes, es decir, los objetos y procesos personales que se
espera movilice el estudiante, y se detallan los terminos del contrato didactico.
Por ultimo, estas dimensiones (epistemologica, cognitiva e institucional) se articulan,
proponiendose un analisis de la dimension didactica: variables macro-didacticas, contin-
gentes y de forma mas generica, los aspectos normativos del proceso de estudio. Estas
variables detallan las decisiones que se toman en la organizacion del medio didactico y
en el dise~no de la situacion didactica, la cual tiene que guardar coherencia entre las va-
riables macro y micro-didacticas, y debe garantizar la adquisicion de signicado personal
por parte del estudiante.
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6.1. Aspectos institucionales
El objetivo de esta micro-ingeniera didactica es la elaboracion de una situacion
didactica, es decir, una genesis articial, de la nocion resolucion de ecuaciones no linea-
les, ejemplicada en el caso de una ecuacion lineal (recta) y una ecuacion cuadratica
(parabola).
La eleccion de estas nociones se justica a continuacion retomando el analisis del
currculo vigente del captulo 5. En la seccion 5.4 se realiza un analisis del currculo
vigente y de los libros de texto, desde el tercer ciclo de Educacion Primaria (EP) hasta
el Bachillerato, pasando por la Educacion Secundaria Obligatoria (ESO). El analisis se
basa en el seguimiento de tres descriptores que identican en el currculo los contenidos
relativos al topico resolucion de ecuaciones.
La ingeniera didactica esta dise~nada para 4o ESO, modalidad B, de enfoque
cientco-tecnologico. La tabla 6.1 sintetiza los contenidos de resolucion de ecuacio-
nes de los descriptores C2 y C3 (tablas 5.2, 5.3 y 5.4); el descriptor C1, \obtencion de
valores numericos sencillos en formulas", desaparece del currculo en el primer ciclo de
ESO.
Tabla 6.1: Resolucion de ecuaciones en 4o ESO B (MEC, 2007).
Descriptor Contenidos relacionados
C2 Utilizacion de herramientas tecnologicas para facilitar los calculos de
tipo numerico, algebraico o estadstico, las representaciones funciona-
les y la comprension de propiedades geometricas.
C3 Resolucion graca y algebraica de los sistemas de ecuaciones. Reso-
lucion de problemas cotidianos y de otras areas de conocimiento me-
diante ecuaciones y sistemas. Resolucion de otros tipos de ecuaciones
mediante ensayo-error o a partir de metodos gracos con ayuda de los
medios tecnologicos. Resolucion de inecuaciones. Interpretacion gra-
ca. Planteamiento y resolucion de problemas en diferentes contextos
utilizando inecuaciones.
Los estudiantes han trabajado a lo largo de 3o ESO la resolucion de ecuaciones de
primer y segundo grado con una incognita, y la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales con dos incognitas. Ademas, se ha trabajado la transcripcion a lenguaje alge-
braico de enunciados de problemas y su resolucion. Estos conocimientos previos deben
permitir avanzar a la consecucion del objetivo de esta ingeniera didactica, es decir, que
los estudiantes sean capaces de rescatar estos conocimientos para resolver un sistema de
ecuaciones \mixto", en la que participan expresiones algebraicas que se han trabajado
de forma unitaria.
Evidentemente, el proceso de sistematizacion de objetos unitarios (seccion 3.6) no es
obvio para el estudiante. En el planteamiento de un sistema de ecuaciones no lineal, los
objetos unitarios \ecuacion de primer grado en una incognita", \ecuacion de segundo
grado en una incognita" y \sistema de ecuaciones lineales en dos incognitas" forman un
sistema de objetos. El dise~no de la situacion tiene por objetivo la articulacion de estos
procesos unitarios en un proceso sistemico complejo (tabla 6.2).
Ademas, los objetivos del estudio guardan relacion con la progresion y el avance del
estudiante en los niveles de algebrizacion en la practica matematica. As, las practicas
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Tabla 6.2: Contenidos previos y emergentes en 4o ESO (MEC, 2007).
Contenidos previos Contenidos emergentes
Resolucion de ecuaciones de primer
y segundo grado con una incogni-
ta. Sistemas de dos ecuaciones linea-
les con dos incognitas. Resolucion
de problemas mediante la utiliza-
cion de ecuaciones, sistemas y otros
metodos personales. Valoracion de
la precision, simplicidad y utilidad
del lenguaje algebraico para resol-
ver diferentes situaciones de la vida
cotidiana.
Articulacion de un proceso de reso-
lucion sistemico a partir de los pro-
cesos unitarios \ecuacion de primer
grado en una incognita", \ecuacion
de segundo grado en una incognita"
y \sistema de ecuaciones lineales en
dos incognitas". Instrumentacion de
un modelo dinamico en la resolucion
del sistema no-lineal.
operativas y discursivas que se solicitan al estudiante en 3o ESO, se caracterizan por
estar vinculadas al nivel 3 de algebrizacion. En efecto, la estructura basica de las ex-
presiones algebraicas en la resolucion de ecuaciones de primer grado y la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales es del tipo a1x b1 = a2x b2, donde ai; bi 2 R toman
valores concretos, para i 2 f1; 2g. A su vez, la resolucion de ecuaciones de primer y
segundo grado implica la manipulacion de expresiones funcionales y ecuaciones en las
que aparecen parametros de forma incipiente, aunque no se llegue a operar con estos
valores generalizados. Por ejemplo, las expresiones de tipo y = mx + n (m;n 2 R) o
ax2 + bx+ c = 0 (a; b; c 2 R), pertenecen al ambito del nivel 4 de algebrizacion, por la
maestra que se requiere en la manipulacion algebraica de variables y parametros, y por
el tipo de discurso que se requiere articular en el analisis de las mismas, en relacion a
familias de funciones y ecuaciones (tabla 6.3).
Tabla 6.3: Progresion de contenidos relativos a los niveles 3 y 4 de algebrizacion.
Nivel 3 Nivel 4
Ecuaciones
de primer grado
a1x b1 = a2x b2
ai; bi 2 R; i 2 f1; 2g
valores concretos
mx+ n = 0
y = mx+ n
n;m 2 R
parametros
Ecuaciones
de segundo grado
x2 = a
a 2 R+
valor concreto
ax2 + bx+ c = 0
y = ax2 + bx+ c
a; b; c 2 R
parametros
Sistemas
de ecuaciones lineales
a1x+ b1y = c1
a2x+ b2y = c2
ai; bi; ci 2 R, i 2 f1; 2g
valores concretos
y = a1x+ b1
y = a2x+ b2
ai; bi 2 R, i 2 f1; 2g
parametros
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6.1.1. Construccion de un signicado de referencia
En el estudio previo (seccion 5.2), se han presentado algunas tecnicas historicas de
resolucion de ecuaciones, y a continuacion, se han sistematizado en una clasicacion
por tipos de resolucion, dentro de una conguracion de objetos primarios. Se retoma
la antropologa en esta seccion para congurar los objetos primarios y los procesos que
participan en la secuencia de aprendizaje de la ingeniera didactica, poniendo el foco en
el uso del software de geometra dinamica.
En efecto, el software de geometra dinamica permite, por un lado, el tratamien-
to y la conversion de objetos matematicos (seccion 3.3), y facilita la construccion de
signicados personales, poniendo en relacion antecedentes y consecuentes a partir de
la funcion semiotica. Las nociones y los procesos que participan en un enunciado del
problema tienen diversas representaciones en el soporte material \software de geometra
dinamico". Por otro lado, el software dinamico permite el dise~no de modelos dinamicos
adecuados al nivel de algebrizacion del estudiante. As, para un mismo problema, se
presenta un modelo dinamico acorde con el nivel del estudiante.
A continuacion, se presentan cuatro ejemplos de modelos dinamicos, que se ajustan,
respectivamente, a los niveles de algebrizacion 1 4. Todos los ejemplos se han dise~nado
para dar respuesta al problema-gua de la pagina 130, dando as continuidad al discurso
del estudio previo. Se retoma el enunciado:
\Dos numeros suman 72 y dieren en 36 unidades. >Que numeros son?"
Una vez justicado el desarrollo de los modelos dinamicos, al nal de esta seccion,
se formula la tarea que se presentara a los estudiantes en la fase experimental. Por
coherencia con la seccion 2.2, la descripcion de cada ejemplo sigue la misma estructura
de tres apartados: descripcion de la construccion, utilidad y resolucion formal.
Ejemplo 31 (Resolucion aritmetica, nivel 1) Modelo dinamico de exploracion pa-
ra asistir la resolucion sobre un nivel 1 de algebrizacion.
Descripcion de la construccion. Las abscisas de dos puntos semilibres sobre el
semieje positivo, enfatizados de distinto color (rojo y azul), representan los valores
numericos \menor" y \mayor" del enunciado1 (gura 6.1). Asimismo, un tercer
punto, de color negro y marcado en \aspa", indica la suma de ambos valores;
por ultimo, la diferencia de los valores se indica con echas, entre ambos valores,
tambien en color negro. Todos los puntos estan denidos sobre una semirecta,
con origen el punto (0; 0). La captura de puntos en la vista graca se ajusta a
la cuadrcula, de forma que las coordenadas de los puntos solo pueden tomar
valores enteros. El modelo dinamico realiza los calculos pertinentes para facilitar
al usuario la suma y la resta de ambas cantidades. Se explicita una codicacion
para los nombres de las variables, en forma de texto sobre la vista graca, pero no
se opera con estos valores algebraicamente. En su lugar, en el modelo dinamico, se
utiliza lenguaje natural y simbologa pre-algebraica, asociada a la representacion
graca de la secuencia numerica ordenada. Todo ello permite el uso del modelo
dinamico en un contexto algebraico de un nivel 1 de algebrizacion.
1El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/nSrLvW0u#material/1318657
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Figura 6.1: Resolucion aritmetica, nivel algebraico incipiente.
Utilidad. El estudiante debe ajustar los valores menor y mayor para obtener el
equilibrio del enunciado. La estrategia de base es el \ensayo y error", y el modelo
permite la exploracion de la situacion. Toda vez que el estudiante intente ajustar,
de forma consecutiva, los dos valores a las dos operaciones (por ejemplo, ajustando
la suma con la manipulacion de un valor, y ajustando la resta con la manipulacion
del segundo valor) la segunda manipulacion cambia otra vez el primer resultado.
El modelo facilita la obtencion de una pareja de valores iniciales que cumpla la
primera ecuacion. A continuacion, por aproximaciones sucesivas, se ajusta el re-
sultado, trasladando la pareja de puntos hasta su posicion correcta. Para ello, se
requiere estimar el modulo de la traslacion.
Resolucion formal. La estrategia de base de \ensayo y error" debe facilitar la
manipulacion del modelo en el momento de exploracion. La informacion que el
modelo presenta en la vista graca (diferencia y suma de valores, distancias y
puntos que representan el promedio y suma) permite avanzar hacia una estrategia
no recursiva (aritmetica). En esta nueva estrategia, la resolucion pasa por el uso de
la media aritmetica y las propiedades de orden de los numeros naturales (ejemplo
24). El modelo dinamico permite explorar la situacion y avanzar desde el \ensayo
y error" hacia un procedimiento aritmetico.
En resumen, el modelo dinamico permite la manipulacion agil del metodo de \en-
sayo y error". Una vez nalizado el momento de exploracion, estas tecnicas de tanteo
y la informacion mostrada en la vista graca del modelo dinamico deben permitir la
emergencia de tecnicas aritmeticas, basadas en el uso del promedio.
Al avanzar de un nivel 1 a un nivel 2 de algebrizacion, las variables se codican
a partir de smbolos algebraicos, a pesar de que no se opera con ellas. Se reconocen,
ademas, formulas y ecuaciones como entes globales, a pesar de que las operaciones
y las manipulaciones sobre estos objetos intensivos son aritmeticas. En este nivel, se
pueden dise~nar modelos dinamicos que permitan la manipulacion numerica de objetos
algebraicos intensivos.
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Ejemplo 32 (Resolucion analtico funcional, nivel 2) Modelo dinamico de explo-
racion para asistir la resolucion sobre un nivel 2 de algebrizacion.
Descripcion de la construccion. La vista graca representa los ejes de coordenadas
cartesianas, junto con los ejes auxiliares de coordenadas y = x e y =  x. Otras dos
rectas, x + y = a y x   y = b, son paralelas respectivamente a los ejes auxiliares,
y modelizan la suma y la resta de los valores de las variables independiente y de-
pendiente. Las rectas se pueden trasladar, de forma que mantienen la orientacion
paralela al eje auxiliar al que corresponden, realizando la accion de \pulsar y arras-
tre" con el raton. A su vez, en la vista graca, aparece la informacion algebraica
relativa a las ecuaciones y al punto de corte2 (gura 6.2).
Figura 6.2: Resolucion analtico funcional, nivel algebraico intermedio.
La captura de puntos en la vista graca se ajusta a la cuadrcula, de forma que las
coordenadas de los puntos solo pueden tomar valores enteros. El modelo dinamico
representa las ecuaciones algebraica y analticamente. La codicacion es algebraica
2El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/nSrLvW0u#material/1325129
Instrumentacion con GGB e idoneidad didactica en la resolucion de sistemas de ecuaciones
166 6 Analisis a priori
y las variables toman nombres simbolicos, pero el modelo no permite operar con
estos valores. De esta forma, se reconoce la generalidad de la ecuacion, pero no se
opera con ella. Por ello, el modelo es apto para un nivel 2 de algebrizacion.
Utilidad. En la posicion inicial del modelo dinamico, las rectas/ecuaciones del
sistema estan sobre los ejes de coordenadas auxiliares. El estudiante \pulsa y
arrastra" la recta, hasta lograr una de las ecuaciones del sistema.
Resolucion formal. El modelo dinamico permite explorar la situacion y avanzar en
el signicado del lenguaje simbolico algebraico.
El modelo dinamico del ejemplo 32 es una muestra de como el medio material modi-
ca el tipo de lenguaje propio de cada nivel de algebrizacion. Es decir, la representacion
graca es previa, en cierto sentido, a la manipulacion analtica, cuando el desarrollo es-
colar clasico, propio del soporte de papel, invierte el orden (de lo analtico a lo graco).
A diferencia del nivel 2 de algebrizacion, en el nivel 3 se realizan operaciones (siembre
de forma analtica) con las variables, las indeterminadas y las incognitas que aparecen en
ecuaciones y funciones particulares. As, un modelo dinamico apropiado a este contexto
puede contemplar el uso de la ventana algebraica y la ventana de calculo simbolico
(CAS). A su vez, las operaciones que se realizan sobre la vista CAS tienen su reejo en
la graca.
Ejemplo 33 (Resolucion analtico funcional, nivel 3) Modelo dinamico de explo-
racion para asistir la resolucion sobre un nivel 3 de algebrizacion.
Descripcion de la construccion. Un modelo dinamico apropiado para estudiantes
de un nivel de algebrizacion consolidado, permite implementar en su dise~no la
ventana CAS de calculo simbolico. As, tres ventanas del software permanecen
activas durante la ejecucion de la tarea: la vista graca, la vista algebraica y la
ventana de calculo simbolico3 (gura 6.3). En la vista graca, se muestran, ademas
de los ejes de coordenadas cartesianas, los ejes de coordenadas auxiliares y = x e
y =  x.
Utilidad. El estudiante tiene a su disposicion un modelo dinamico para el calculo
simbolico de expresiones algebraicas. Ademas, el estudiante dispone de herramien-
tas para realizar un seguimiento graco de las operaciones realizadas.
Resolucion formal. El estado inicial del modelo dinamico muestra los ejes de coor-
denadas auxiliares en la vista graca y los representa en la vista algebraica. El
estudiante introduce las ecuaciones en la ventana de calculo simbolico, y a conti-
nuacion, aplica el metodo de reduccion. Cada nueva expresion obtenida despues
de una operacion determinada, se representa, a su vez, en la vista graca y en la
vista algebraica. Las nuevas ecuaciones tienen su propio nombre, y ademas, el uso
de colores permite identicar facilmente cada una de ellas. En la vista graca, las
operaciones algebraicas tienen su reejo en las \operaciones con rectas". El punto
de corte representa la solucion del sistema.
3El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/nSrLvW0u#material/1333249
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Figura 6.3: Resolucion analtico funcional, nivel algebraico consolidado.
La generalizacion de las expresiones particulares de ecuaciones y funciones requiere
del empleo de parametros que generen familias de estas expresiones. En la educacion
secundaria, normalmente, estos parametros toman el nombre de coecientes. Un modelo
dinamico dise~nado a partir de \deslizadores", es apropiado para un nivel 4 de algebri-
zacion, en el que los parametros se \usan", pero no se llega a operar con ellos, y no se
requiere una maestra en la manipulacion de expresiones mixtas en las que participen
variables y parametros.
Ejemplo 34 (Resolucion analtico funcional, nivel 4) Modelo dinamico de explo-
racion para asistir la resolucion sobre un nivel 4 de algebrizacion.
Descripcion de la construccion. En los ejemplos 31, 32 y 33, el modelo dinamico
incide en los aspectos numericos y algebraicos de la resolucion, facilita la explo-
racion de la situacion y agiliza calculos aritmeticos y simbolicos. A diferencia de
estos ejemplos, la construccion dinamica permite ahora generalizar la familia de
ecuaciones a partir de parametros4 (gura 6.4). Para ello, se denen cuatro desliza-
dores, m, n, a y b, de forma que cada deslizador permita manipular un parametro
del sistema. El modelo presenta como referencia el eje de coordenadas cartesianas
sin escala de valores, y los ejes auxiliares y = x e y =  x.
Utilidad. El objetivo del modelo dinamico no es agilizar los calculos aritmeticos y
algebraicos. En su lugar, la construccion facilita la comprension del signicado y
de la inuencia de cada parametro en la disposicion graca de las ecuaciones. Se
compara, para ello, la posicion relativa de cada funcion con la posicion de los ejes
auxiliares. La omision de la escala de valores en el eje de coordenadas cartesianas
es por ello intencionada.
4El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/nSrLvW0u#material/1333819
Instrumentacion con GGB e idoneidad didactica en la resolucion de sistemas de ecuaciones
168 6 Analisis a priori
Figura 6.4: Resolucion analtico funcional, uso incipiente de parametros.
Resolucion formal. En el momento de exploracion, el estudiante manipula un des-
lizador a cada vez, para representar los valores particulares de cada parametro.
La posicion relativa de cada recta respecto de los ejes de coordenadas cartesianas
y auxiliares, permite asignar al punto de corte de las ecuaciones uno de los ocho
\octantes" del plano. El modelo dinamico no facilita informacion numerica, pero
permite anticipar el resultado: los valores de las incognitas x e y son positivas, con
x > y.
El dise~no de la experimentacion se lleva a cabo con estudiantes de 4o ESO B (mo-
dalidad cientco tecnologico). Atendiendo a los objetivos del currculo, los estudiantes
de esta etapa educativa deben poder realizar tareas matematicas en los niveles 3 y 4 de
algebrizacion. En efecto, el modelo dinamico del ejemplo 34, permite un uso \incipien-
te" de parametros, y no requiere operaciones con ellos. Segun Godino et al. (2015), las
funciones y las ecuaciones con parametros son estructuras complejas, superiores al nivel
3, en las que se debe discriminar el dominio de la funcion (D) y el rango del funcion
parametrica (un subconjunto de R). Es decir, una ecuacion lineal de primer grado es un
elemento del conjunto:
FD = ff(n;m)(x) = nx+m j n;m 2 R ; x 2 Dg
De forma similar, una ecuacion cuadratica es un elemento particular del conjunto:
GD = fg(a;b;c)(x) = ax2 + bx+ c j a; b; c 2 R ; x 2 Dg
Los conocimientos previos de los estudiantes contemplan la funcion lineal y la funcion
cuadratica, y a su vez, es pertinente la caracterizacion de estas nociones en terminos
de casos particulares de la familia de funciones lineales y cuadraticas, atendiendo a los
parametros n ym, y a,b y c. Todo ello justica la siguiente propuesta de modelo dinamico
para la puesta en marcha de la experimentacion.
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6.1.2. Concrecion del modelo dinamico
Descripcion de la construccion. El modelo dinamico5 (gura 6.5) representa, sobre
el plano de coordenadas cartesianas, las construcciones parametricas de una recta
(y = mx + n) y una parabola (y = ax2 + bx + c). Dos conjuntos de deslizadores
permiten manipular la disposicion de la recta (parametros m y n) y la disposicion
de la parabola (a, b y c). Los ejes de coordenadas no estan escaladas; en su lugar, el
modelo dinamico dispone de una casilla de control para mostrar los ejes auxiliares
y = x e y =  x.
Figura 6.5: Modelo dinamico de la experimentacion.
Utilidad. El estudiante manipula los deslizadores para representar la situacion
gracamente en la pantalla. El modelo dinamico representa los puntos de corte
de las curvas, pero no da sus coordenadas. En su lugar, la instrumentacion de los
ejes de coordenadas auxiliares permite estimar el signo y la magnitud relativa de
los valores-solucion. As, la construccion sirve de instrumento de control de una
resolucion algebraica sobre papel.
Resolucion formal. El estudiante recibe un sistema de ecuaciones no-lineales, en
escritura implcita. Una vez recibe el enunciado de la tarea, se solicita al estudian-
te que escriba la ecuacion en su forma explcita, y que represente el sistema de
ecuaciones en el modelo dinamico. A continuacion, el estudiante debe resolver el
sistema, aplicando el metodo de igualacion y la ecuacion de segundo grado. El uso
del metodo de igualacion se justica por el paso previo del estudiante, al escri-
bir las ecuaciones en su forma explcita. Por ultimo, el estudiante debe cotejar el
resultado numerico obtenido con la representacion graca.
5El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/nSrLvW0u#material/58606
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La \incipiente" manipulacion de parametros hace que este modelo sea apto para un
nivel 4 de algebrizacion. Aun y todo, el nivel de algebrizacion no es la unica variable
didactica que actua sobre la tarea. Los parametros que participan en las funciones, es
decir, los coecientes de las ecuaciones, pueden pertenecer a distintos campos numericos.
As, los estudiantes no resuelven de igual manera un sistema en el que los coecientes,
los calculos intermedios y el resultado pertenecen al conjunto de los numeros enteros,
que otro en el cual aparecen numeros racionales en alguna de las fases de resolucion.
El campo numerico de los valores que aparecen en la ecuacion explcita, durante las
manipulaciones del metodo de igualacion, en la expresion de la ecuacion de 2o grado y
en las soluciones, dependen de los valores iniciales de los parametros.
Restricciones del modelo dinamico
La construccion dinamica que se presenta en esta seccion es un modelo dinamico entre
muchos posibles. En el, toman relevancia los parametros/deslizadores que particularizan
la familia de curvas a una situacion concreta: el estudiante selecciona un objeto particular
(extensivo) de una familia de objetos (intensivo). La omision de la escala y la insercion, en
su lugar, de los ejes de coordenadas auxiliares, es intencionada. El dise~no responde pues al
objetivo de manipular un modelo que incluya unicamente representaciones ostensivas de
los elementos pertinentes para ejercer un control graco (cartesiano) sobre la resolucion
algebraica del sistema.
El control graco de la resolucion se puede ejercer por otros medios, que comple-
mentan la representacion puramente cartesiana de los puntos-solucion. As, el estudio
de la parabola permite desarrollos interesantes que contemplan elementos de simetra
vertical. Por ejemplo, la siguiente manipulacion de la ecuacion de la parabola:
y = ax2 + bx+ c = a

x2 +
b
a
x+
c
a

permite identicar los siguientes elementos en el graco:
1. El punto x0 donde se alcanza maximo o mnimo:
x0 =
 b
2a
2. El extremo E de la funcion (maximo o mnimo):
E = a
 b2
4a2
+
c
a

3. Ademas, la parabola es simetrica respecto al eje vertical:
x = x0
El resultado de simetra se obtiene al comparar dos valores , x y x0, que distan la mis-
ma distancia del punto extremo de la parabola. La abscisa x0 debe ser, necesariamente,
el promedio de ambos valores:
x0 =
x  x0
2
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La recta x = x0, es, en efecto, el eje de simetra vertical de la parabola. En la ecuacion
de la parabola, a partir de los valores x y x0, se obtiene la misma ordenada:
x2 + b=ax+ c=a = y
x02 + b=ax0 + c=a = y
Por el metodo de reduccion, se restan ambas expresiones y se iguala a 0:
x2   x02 + b
a
x  b
a
x0 +
c
a
  c
a
= 0
El termino independiente c=a se anula, se agrupan los sumando con coeciente b=a
y se aplica la igualdad notable x2   x02 = (x+ x0)(x  x0):
(x+ x0)(x  x0) + b=a(x  x0) = 0
El factor comun x   x0 es despreciable, por lo que se elimina de la ecuacion. El
termino independiente b=a pasa al miembro derecho de la igualdad, y se dividen los dos
miembros por 2, para obtener la expresion denitiva:
x0 =
x+ x0
2
=   b
2a
Una vez se obtiene el valor de x0, se sustituye en la ecuacion de la parabola para
obtener el correspondiente valor extremo de la ordenada:
E = a
 
x2 + bax+
c
a

= a
 
( b2a )
2 + ba
 b
2a +
c
a

= a

b2
4a    b
2
2a +
c
a

= a

b2 2b2
4a +
c
a

= a

 b2
4a +
c
a

Este desarrollo de las propiedades de la parabola permite implementar tecnicas de
control sobre las producciones de los estudiantes, a la vez que se trabajan deniciones,
propiedades y procedimientos que incluyen la resolucion de ecuaciones, y ademas, dejan
en evidencia las relaciones internas de multiples objetos matematicos. Sin embargo, este
no es el uso convencional de las matematicas en los centros educativos. Por ello, este
tipo de desarrollos estan ausentes en el dise~no de la experimentacion, y no aparecen en
los modelos analtico y dinamico. Ademas, uno de los objetivos de la experimentacion
es analizar la inuencia del orden de ejecucion de una tarea de resolucion de ecuaciones,
en los usos convencionales en la institucion educativa, en los terminos del estudio piloto
(orden de ejecucion MA{MD o MD{MA, en la seccion 5.4.4).
En la gura 6.6 se muestra una imagen de un modelo dinamico6 dise~nado con el
objetivo de trabajar los aspectos de parabola desarrollados en esta seccion.
6El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/nSrLvW0u#material/1551611
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Figura 6.6: Modelo dinamico de control sobre propiedades de la parabola.
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6.1.3. Concrecion del campo numerico
La eleccion del campo numerico al que pertenecen los coecientes y las soluciones de
la ecuacion (seccion 5.2.4), determina la complejidad matematica de la tarea (dimension
epistemologica), y en consecuencia, las dicultades a las que se enfrentaran los estudian-
tes que resuelvan la tarea (dimension cognitiva). En los ejemplos 35, 36, 37, 38 y 39, se
concretan, respectivamente, las tareas T1, T2, T3, T4 y T5 de la experimentacion, en
funcion del campo numerico, en las distintas fases de resolucion.
Ejemplo 35 (Determinacion de la tarea T1) Tomando en los parametros los va-
lores m = 5, n = 12, a = 3, b =  4 y c =  6, los coecientes de la ecuacion explcita,
los calculos del metodo de igualacion, los coecientes de la ecuacion de 2o grado y la
solucion del sistema, son valores enteros.
Se parte, por ejemplo, de la siguiente conguracion de terminos:
3x2   4x = y + 6
5x  y = 12
La expresion explcita de las ecuaciones tiene, asimismo, los coecientes en el con-
junto numerico de los numeros enteros.
y = 3x2   4x  6
y = 5x  12
Al aplicar el metodo de igualacion, los calculos intermedios y la ecuacion de segundo
grado no cambian de registro numerico.
3x2   4x  6 = 5x  12 ) 3x2   9x+ 6 = 0
x =
9p92   4 3 6
2 3 =
9p9
6
= 3 1
Y se obtienen dos resultado en el campo numerico de los enteros, x1 = 1, y1 =  7,
y x2 = 2, y2 = 2.
Ejemplo 36 (Determinacion de la tarea T2) Tomando en los parametros los va-
lores m =  8=3, n =  4=3, a =  3=5, b = 0 y c = 32=5, los coecientes de la ecuacion
de segundo grado pertenecen al conjunto de los numeros enteros, a pesar de que en la ex-
presion de la ecuacion explcita, en los calculos del metodo de igualacion y en la solucion
del sistema, aparecen valores racionales no enteros.
Se parte, por ejemplo, de la siguiente conguracion de terminos:
3x2 + 5y = 32
 8x  3y = 4
A pesar de que en la expresion implcita inicial los coecientes son enteros, en la ex-
presion explcita de las ecuaciones, los coecientes pertenecen al conjunto de los numeros
racionales (no enteros).
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8>>><>>>:
y =  35 x
2 + 325
y =  83 x  43
Al aplicar el metodo de igualacion, los calculos intermedios y la ecuacion de segundo
grado vuelven al registro numerico inicial.
 3x2 + 32
5
=
 8x  4
3
) 9x2   40x  116 = 0
x =
40
p
402 + 4 p 116
2 9 =
40p5776
18
=
20 76
18
Y se obtiene, por tanto, una solucion en el campo numerico de los enteros, x1 =  2,
y1 = 4, y otra solucion en el campo numerico de los numeros racionales, x2 = 58=9,
y2 =  500=27.
Ejemplo 37 (Determinacion de la tarea T3) Tomando en los parametros los va-
lores m = 1, n = 1=2, a = 1=2, b = 0 y c = 1, los coecientes de la ecuacion de segundo
grado y las soluciones del sistema pertenecen al conjunto de los numeros enteros, a pesar
de que en la expresion de la ecuacion explcita y en los calculos del metodo de igualacion
, aparecen valores racionales no enteros.
Se parte, por ejemplo, de la siguiente conguracion de terminos:8>>><>>>:
y = x
2
2 + 1
2x  2y =  1
En la expresion implcita inicial y en la expresion explcita, los coecientes pertenecen
al conjunto de los numeros racionales.8>>><>>>:
y = 12x
2 + 1
y = x+ 12
Al aplicar el metodo de igualacion, en los coecientes de la ecuacion de segundo
grado aparecen numeros enteros.
x2
2
+ 1 = x+
1
2
) x2   2x+ 1 = 0 ) (x  1)2 = 0 ) x = 1
Y se obtiene una solucion doble en el campo numerico de los racionales, x = 1,
y = 3=2.
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Ejemplo 38 (Determinacion de la tarea T4) Tomando en los parametros los va-
lores m = 6, n =  14, a = 1, b = 0 y c =  6, los coecientes de la ecuacion explcita,
los calculos del metodo de igualacion, los coecientes de la ecuacion de segundo grado y
las soluciones del sistema pertenecen al conjunto de los numeros enteros.
Se parte, por ejemplo, de la siguiente conguracion de terminos:
x2   y = 6
6x  y = 14
En la expresion implcita inicial y en la expresion explcita, los coecientes pertenecen
al conjunto de los numeros enteros.
y = x2   6
y = 6x  14
Al aplicar el metodo de igualacion y la ecuacion de segundo grado, se obtienen dos
soluciones.
x2   6 = 6x  14 ) x2   6x+ 8 = 0
x =
6p62 + 4 1 8
2 1 =
6 2
2
Y se obtienen dos soluciones en el campo numerico de los enteros, x1 = 4, y1 = 10,
y x2 = 2, y2 =  2.
Ejemplo 39 (Determinacion de la tarea T5) Tomando en los parametros los va-
lores m =  4, n = 2, a = 3, b =  11 y c = 2, los coecientes de la ecuacion explcita,
los calculos del metodo de igualacion y los coecientes de la ecuacion de segundo grado
son numeros enteros, mientras que la solucion del sistema pertenece al conjunto de los
numeros enteros.
Se parte, por ejemplo, de la siguiente conguracion de terminos:
y = 3x2   11x+ 2
8x+ 2y = 4
En la expresion implcita inicial y en la expresion explcita, los coecientes pertenecen
al conjunto de los numeros enteros.
y = 3x2   11x+ 2
y =  4x+ 2
Al aplicar el metodo de igualacion y la ecuacion de segundo grado, se obtienen dos
soluciones racionales.
3x3   11x+ 2 =  4x+ 2 ) x(3x  7) = 0
Y se obtienen dos soluciones en el campo numerico de los enteros, x1 = 0, y1 = 2, y
x2 = 7=3, y2 =  22=3.
Instrumentacion con GGB e idoneidad didactica en la resolucion de sistemas de ecuaciones
176 6 Analisis a priori
En la tabla 6.4 se observa la progresion de los conjuntos numericos en las tareas
T1, T2 y T3, desde el uso exclusivo de numeros enteros, a la progresiva introduccion de
numeros racionales. Asimismo, las tareas T4 y T5 guardan tambien cierta progresion,
con la introduccion del conjunto de los numeros racionales al nal de la resolucion en la
tarea T5. En la experimentacion, las tareas T1, T2 y T3 se resolveran con la asistencia del
modelo dinamico y formaran parte del cuestionario MD. Las tareas T4 y T5, asequibles
en cuanto al conjunto numerico y las operaciones a realizar, formaran un segundo bloque
y se resolveran en el aula ordinaria, con un soporte exclusivo de lapiz y papel.
Tabla 6.4: Conjuntos numericos en las tareas T1-T5.
T1 T2 T3 T4 T5
Ecuacion implcita Z Z Q Z Z
Ecuacion explcita Z Q Q Z Z
Metodo de igualacion Z Q Q Z Z
Coecientes ecuacion 2o grado Z Z Z Z Z
Solucion Z Q Q Z Q
6.1.4. Variables macro-didacticas
La resolucion de las tareas T1-T5 requiere de la puesta en marcha y la articulacion
de una serie de objetos matematicos primarios y una serie de procesos, junto con la utili-
zacion de ciertos instrumentos. Estos elementos constituyen, precisamente, las variables
macro-didacticas con las que se dise~na la practica matematica en la experimentacion.
Los objetos matematicos primarios que participan en la practica matematica \re-
solucion de ecuaciones" se han descrito en detalle en la seccion 5.2. La concrecion de
la actividad a las tareas T1-T5 permite ajustar la seleccion a los siguientes elementos
lingusticos, situaciones, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos:
Elementos lingusticos.
 Verbal. Aritmeticos: numero entero, numero racional, numero decimal, igual-
dad, suma, resta, multiplicacion, division, potencia, raz cuadrada; algebrai-
cos: coeciente, termino independiente, parametro, deslizador, incognita, mo-
nomio de primer grado, ecuacion de primer grado, ecuacion de segundo grado,
sistema de ecuaciones lineales; geometricos: punto, lugar geometrico, recta,
parabola, interseccion; funcional: variable independiente, variable dependien-
te, funcion lineal, funcion cuadratica.
 Graco. Eje cartesiano para la representacion de lugares geometricos y fun-
ciones, eje de coordenadas auxiliares para la interpretacion topologica de la
ecuacion de la funcion lineal y de la funcion cuadratica.
 Simbolico. Representacion algebraica de ecuaciones.
Situaciones. Resolucion algebraica de un sistema de ecuaciones no-lineales, com-
puesto por una ecuacion lineal y una ecuacion cuadratica, en contexto intrama-
tematico; representacion graca de un sistema con la asistencia de un modelo
dinamico.
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Conceptos. Conjuntos numericos (naturales, enteros, racionales, reales, imagina-
rios); operaciones aritmeticas (adicion, sustraccion, multiplicacion, division, po-
tencia, radical); media aritmetica; operaciones algebraicas (adicion, sustraccion,
multiplicacion, division, potencia, radical); estructura de grupo abeliano y de ani-
llo con unidad, matriz, determinante, rango, dependencia e independencia lineal,
proporcionalidad simple; punto, recta, plano, polgono, conica, lugar geometrico,
distancia.
Proposiciones. Propiedades de la proporcionalidad simple, propiedades de la fun-
cion lineal y de los sistemas de ecuaciones lineales; existencia y unicidad de las
soluciones de una ecuacion cuadratica; existencia y unicidad de las soluciones de
un sistema de ecuaciones lineales.
Procedimientos. Despeje de incognitas y manipulaciones en expresiones algebrai-
cas; metodo de igualacion, metodo de sustitucion, metodo de reduccion; uso de
igualdades notables; resolucion de la ecuacion de segundo grado.
Argumentos. Responsabilidad matematica, coherencia entre distintas representa-
ciones (algebraica-simbolica, analtico-funcional, graca) de un mismo objeto; pro-
cesos de particularizacion y generalizacion de ecuaciones y funciones, generaliza-
cion de una funcion/ecuacion en una familia de funciones/ecuaciones, particulari-
zacion de una funcion/ecuacion de una familia de funciones/ecuaciones.
La situacion propuesta a los estudiantes constituye una actividad de desarrollo de
contenidos, y contempla, por ello, un momento de exploracion con un modelo dinami-
co. En la situacion se requiere a los estudiantes un proceso de reicacion de procedi-
mientos unitarios (resolucion de un sistema de ecuaciones lineales, resolucion de una
ecuacion de segundo grado) en un procedimiento sistemico complejo (resolucion de un
sistema de ecuaciones no-lineales). Ademas del proceso dual unitario-sistemico, la acti-
vidad contempla la manipulacion de ecuaciones y expresiones de funciones particulares
que pertenecen a familias amplias. Estas manipulaciones requieren, a su vez, la pues-
ta en marcha de procesos de particularizacion (concrecion de valores particulares de
coecientes y parametros) y generalizacion (identicacion de una expresion particular
como elemento dentro de una familia). Estas expresiones de ecuaciones y funciones se
representan de forma ostensiva sobre una variedad de soportes (simbolico-algebraico,
analtico-funcional, graco), siendo necesarios para su gestion procesos de signicacion
y representacion en terminos de tratamiento y conversion.
6.2. Aspectos personales
6.2.1. Conocimientos previos y emergentes
El estudiante ha realizado con anterioridad tareas de resolucion de ecuaciones de
primer grado, Ax  B = Cx D, y conoce el procedimiento para resolver la ecuacion
de segundo grado, ax2 + bx+ c = 0.
x =
 bpb2   4ac
2a
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Asimismo, el estudiante ha trabajado la interpretacion analtico-funcional de la ecua-
cion lineal, y = mx+ n, y resuelve sistemas de ecuaciones lineales en dos variables, por
los metodos de reduccion, igualacion y sustitucion.
a1x+ b1y = c1
a2x+ b2y = c2
La situacion que se presenta a los estudiantes tiene por objetivo la creacion de un
sistema de objetos a partir de estos conocimientos previos unitarios. Es decir, a partir
de estos conocimientos previos, se quiere articular un sistema de objetos que permita
resolver un sistema de ecuaciones en el que participa, ademas de una ecuacion lineal,
una ecuacion cuadratica. 
y = ax2 + bx+ c
y = mx+ n
La representacion graca de la recta es un conocimiento previo del estudiante. La
resolucion de la tarea contempla la emergencia de un nuevo conocimiento, es decir, la
introduccion de la parabola como la curva que representa una ecuacion cuadratica. La
resolucion del sistema contempla una fase de exploracion en la que se utiliza un modelo
dinamico para trabajar la representacion graca de la recta y la parabola. La tabla
6.2 relaciona la articulacion de los conocimientos previos del estudiante con los objetos
emergentes.
6.2.2. Comportamientos esperados y obstaculos relacionados
El proceso de aprendizaje del algebra es gradual. La codicacion y la manipulacion
de smbolos, de acuerdo a una serie de reglas, estan sujetos a errores que tienden a
desaparecer a medida que el estudiante avanza en la adquisicion de cierta maestra en
las operaciones aritmeticas y algebraicas. As, es de esperar que los estudiantes cometan
diversos tipos de errores.
En segundo ciclo de ESO, los errores algebraicos mas comunes tienen que ver con la
manipulacion del signo negativo en la resolucion de parentesis y en las operaciones con
fracciones algebraicas. Este tipo de errores pueden ocurrir, por ejemplo, en un proceso
en el cual se solicita a un estudiante la obtencion de la ecuacion explcita.
 8x  3y = 4 error=) y = 8x+ 4
3
Los estudiantes de la etapa tambien cometen errores tpicos relacionados con las
operaciones basicas sobre monomios no equivalentes. Por ejemplo, al aplicar el metodo
de igualacion, el estudiante despeja un termino de segundo grado \pasando el cuadrado
al otro lado" como un divisor.
x2   y = 6 error=) x = y+62
6x  y = 14
Estos errores son en su mayora no anecdoticos, reproducibles y recurrentes, por lo
que se constituyen en obstaculos (gura 3.3, p. 48). Estos obstaculos epistemologicos
tienen su origen, generalmente, en el paso de la aritmetica al algebra. En efecto, el
estudiante esta inmerso en un proceso en el que progresivamente avanza en los niveles
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de algebrizacion, y este proceso de abstraccion y generalizacion es problematico por su
propia naturaleza. Los obstaculos de \manipulacion algebraica" pueden generar, ademas,
un bloqueo afectivo (Guzman, 2008) en el estudiante, que se horroriza y se bloquea ante
la perspectiva de tener que manipular \castillos" algebraicos.
x2 2x+1
x 1   x
2 1
x+1
x
x2 1 +
1
x 1
Ademas del obstaculo epistemologico \manipulacion algebraica", el conjunto numeri-
co de referencia en el dise~no de la actividad inuye en el comportamiento de los estu-
diantes en la resolucion de ecuaciones. As, se espera un mejor manejo y precision en los
calculos numericos en las tareas T1 y T4, es decir, cuando la tarea involucre la manipu-
lacion exclusiva de coecientes enteros en todas las fases de la resolucion, y en la tarea
T5, en la que los numeros racionales solo aparecen en la presentacion de la solucion.
Sin embargo, en las tareas T2 y T3, varias fases del proceso de resolucion requieren del
uso de numeros racionales, y por ello, es esperable que la precision de los calculos sea
inferior (tabla 6.5).
Tabla 6.5: Precision esperada en los calculos numericos.
Precision
Alta Media Baja
T1; T4 T5 T2; T3
En los centros de secundaria, las tecnicas algebraicas y los diversos campos numericos
se trabajan, por regla general, en base a procedimientos mecanizados. Las heursticas
de resolucion derivan en la aplicacion de una serie de pasos predeterminados que no se
motivan ni se justican. La descontextualizacion de las tareas de resolucion de ecuacio-
nes, provoca, ademas, que las tecnicas de resolucion se ense~nen en base a un catalogo de
ecuaciones-tipo que se estudian de forma memorstica. Todo ello puede provocar que los
estudiantes apliquen de forma irreexiva un procedimiento institucionalizado. La tarea
que se propone a los estudiantes integra calculos algebraicos, interpretacion funcional
de expresiones analticas y la manipulacion de un modelo dinamico con parametros. Es
decir, a pesar de que se solicita a los estudiantes la integracion de una variedad de pro-
cesos, se espera que los estudiantes primen los procedimientos de manipulacion escrita
que ya conocen. Esta deriva estara motivada por la falta de interpretacion analtico-
funcional de las ecuaciones por parte de los estudiantes. De hecho, cuando el estudiante
efectivamente interpreta las ecuaciones como funciones u objetos analticos, la instru-
mentalizacion de la referencia axial es numerica y el estudiante necesita escalar los ejes
de coordenadas es, sin llegar a realizar una interpretacion topologica del esquema graco
(gura 6.7).
En la literatura aparecen otros tipos de obstaculos asociados tambien a la falta
de comprension funcional de una tarea algebraica. Por ejemplo, Bosse y Nandakumar
(2003) identican obstaculos didacticos en situaciones en las que los estudiantes toman
por equivalentes dos expresiones funcionales que dieren en el dominio. Por ejemplo, un
docente puede realizar la siguiente armacion en el transcurso de una clase: \el radical
de una fraccion algebraica equivale a otra fraccion, en la que numerador y denominador
poseen su propio radical". En efecto, la armacion no cierta, a no ser que el docente
incluya en su argumentacion un analisis del dominio.
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Figura 6.7: Escala numerica vs. interpretacion topologica.
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Para evitar este obstaculo, no es suciente con que el docente escriba al margen de
la ecuacion una nota sobre el dominio de aplicacion de la regla. El docente debera dejar
experimentar a sus estudiantes con estas expresiones, dando ejemplos y contraejemplos,
para que ellos mismos postulen cuales son las condiciones que se deben cumplir para
que una igualdad se de. En este sendido, es de esperar que el momento de exploracion
con el modelo dinamico ayude al estudiante en el analisis del dominio y del recorrido de
las funciones, y evite, as, la aparicion de obstaculos relacionados (gura 6.8).
Figura 6.8: Obstaculo de dominio (Bosse y Nandakumar, 2003).
Cuando los estudiantes aplican tecnicas procedimentales en la resolucion de un pro-
blema, se genera una cierta actividad fsica en el aula. Es decir, existe una actividad
en la que los estudiantes leen, escriben o realizan operaciones con la asistencia de una
calculadora. Este hecho genera en el docente la ilusion de que los estudiantes deben crear
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una atmosfera determinada que garantice el aprovechamiento de los recursos temporales.
Se puede llegar a confundir la \actividad cognitiva" del estudiante con un \activismo
fsico y cognitivo". Sin embargo, la instrumentacion y la instrumentalizacion de una
herramienta, y el tratamiento de nociones matematicas en una diversidad de soportes,
requieren tambien de una actividad cognitiva implcita que queda oculta en una atmosfe-
ra de aparente inactividad. Los estudiantes requieren de un espacio temporal para poder
recuperar y poner en funcionamiento sus conocimientos previos, y es de esperar que no
ataquen directamente una tarea que es, a priori, novedosa para ellos. La gestion de la
atmosfera de trabajo es una clausula implcita en el contrato didactico, que regula la
relacion entre el docente y los estudiantes, y el cual se discute en la siguiente seccion.
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Captulo 7
Experimentacion
Breve resumen
En este captulo se presenta una experimentacion en aula, cuyo proposito es la integra-
cion del software dinamico en la practica matematica de resolucion de ecuaciones. La
experiencia se realizo en aulas de 4o ESO y tuvo por objetivos: a) el estudio de la inuen-
cia del instrumento GeoGebra en los comportamientos de los estudiantes, b) el analisis
de las resoluciones de sistemas de ecuaciones no lineales, y c) la identicacion de un
momento idoneo para integrar el instrumento GeoGebra en la practica matematica.
Laburbilduma
Kapitulu honetan ikasgelan egindako esperimentazio bat aurkezten da, helburu duena
software dinamikoaren integrazioa matematika jardueran, ekuazioak ebazterako orduan.
Esperimentazioa DBHko 4 mailan egin zen, hiru helburu nagusirekin: a) GeoGebra ins-
trumentuak ikasleen portaeretan izan zuen eragina aztertzea, b) ekuazioen sistema ez
linealen ebazpena aztertzea, eta c) GeoGebra instrumentua jarduera matematikoan txer-
tatzeko momentu egokia identikatzea.
Short summary
In this chapter, we present a classroom experience. The aim is to integrate the use of
dynamic software in the mathematical practice, when solving equations. The experience
takes place in college fourth grade (age 15-16), with three principal objectives: a) to
analyze the inuence of the instrument GeoGebra in student productions, b) to analyze
the resolution of non-linear equation systems, and c) to identify a suitable moment to
use the instrument GeoGebra in the mathematical practice.
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La presente experimentacion describe los comportamientos mostrados y las respues-
tas dadas por estudiantes de 4o curso de Educacion Secundaria Obligatoria, en la moda-
lidad B de ciencias (MEC, 2006), en la resolucion de ecuaciones y su asistencia mediante
un modelo dinamico.
El dise~no de la actividad se basa en el modelo didactico presentado en el captulo 3,
donde se complementa el uso del software dinamico con el soporte de lapiz y papel. De
esta manera, se introduce una fase de accion en la que el estudiante utiliza el modelo
dinamico dentro de un momento de exploracion. Con la introduccion del modelo dinami-
co, se complementan en el dise~no de la actividad las resoluciones aritmetico-algebraica
(seccion 5.2.1, p. 130) y analtico-funcional (seccion 5.2.2, p. 132).
Se pretende as identicar en la practica operativa y discursiva, los objetos y los pro-
cesos matematicos en tareas de resolucion de ecuaciones. Ademas, se pretende contrastar
si estas practicas dieren en funcion del soporte material empleado en la resolucion de
la tarea.
La integracion de nociones funcionales y algebraicas debera facilitar la comprension
de los contenidos de resolucion de ecuaciones (hipotesis H1, p. 20) y la utilizacion de un
modelo dinamico debera mejorar los resultados de los estudiantes (hipotesis H2, p. 20)
con independencia de su nivel de maestra informatico (hipotesis H3, p. 20).
7.1. Muestra
La muestra es intencional y esta formada por 154 estudiantes de 4o ESO, en la
modalidad de ciencias. Es decir, todos los estudiantes cursan la modalidad B de la
asignatura de matematicas. La experimentacion se realiza durante el curso 2013/2014.
Los estudiantes estudian en centros publicos y concertados, en modelos lingusticos de
euskera (D) y castellano (G)1. La tabla 7.1 describe la distribucion de la muestra.
Tabla 7.1: Distribucion de la muestra.
Centro I II III IV V VI
Publico / concertado P P P P C P
Modelo linguistico G D D G G D
Numero de estudiantes 22 23 30 20 29 30
Ademas de la muestra presentada, la experimentacion se realizo de forma comple-
mentaria en un grupo adicional, en la modalidad A de la asignatura de matematicas.
La muestra adicional pertenece al centro VII (centro publico de modelo linguistico G) y
esta compuesta por 13 estudiantes. El analisis de este grupo se realiza de forma separada
para evitar un posible sesgo en los resultados, dado que los contenidos de la asignatura
y la tipologa se los estudiantes varan considerablemente. De hecho, este grupo de es-
tudiantes es reducido, y por ello, no se realiza un analisis estadstico de los resultados
de este grupo. Tampoco es el proposito de este trabajo la comparacion de los grupos de
1El sistema educativo en Navarra se organiza en tres modelos lingusticos, denominados A, D y
G. Los modelos A y D son mixtos y simetricos uno del otro. Los estudiantes del modelo A cursan
todas las asignaturas en castellano, y tienen una asignatura complementaria de lengua y literatura
vasca. Los estudiantes del modelo D cursan todas las asignaturas en euskera, y tienen una asignatura
complementaria de lengua y literatura castellana. El modelo G es monolingue, en castellano. Ademas, en
todas las modalidades se cursan las correspondientes asignaturas de primera y segunda lengua extranjera,
y existen programas opcionales de inmersion lingustica en ingles.
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estudiantes pertenecientes a cada modalidad de estudios. En este grupo de estudiantes,
se analiza el dise~no de la situacion para decidir como se debera adaptar la propuesta
original a este perl de estudiantes.
Mortandad de la muestra
La experimentacion consta de dos sesiones: una sesion se realiza en aula ordinaria
(MA), y otra en aula de ordenador (MD). A pesar de que la muestra total es de 154
estudiantes, por diversas razones, algunos estudiantes no participan en ambas sesiones.
6 estudiantes realizan exclusivamente las T4 y T5, y no realizan las tareas T1, T2 y T3.
Asimismo, 6 estudiantes (no coinciden los estudiantes) realizan unicamente las tareas T1,
T2 y T3, pero no realizan la tareas T4 y T5. En la tabla 7.2 se detallan los estudiantes
que desaparecen de la muestra en cada sesion, caracterizados a partir de las variables
externas modelo lingustico, titularidad de centro, sexo y orden de ejecucion de la tarea
(seccion 7.3.2).
Tabla 7.2: Mortandad en la muestra
Variables externas Estudiantes
Sesion MD
1 1 1 0 1
1 1 0 1 3
0 0 1 1 2
6
Sesion MA
1 1 1 1 1
1 1 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 3
6
7.2. Cuestionario
Las tareas que se presentan a los estudiantes son actividades de desarrollo de co-
nocimientos matematicos que previamente han adquirido. Estos conocimientos previos
consisten en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales en dos variables por los pro-
cedimientos de reduccion, igualacion y sustitucion. Ademas, los estudiantes conocen el
procedimiento algebraico para resolver la ecuacion de segundo grado. Se parte entonces
del supuesto de que los estudiantes estan en disposicion de movilizar estos conocimientos
en la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales en dos variables. En particular, en
las tareas que se presentan a los estudiantes se requiere resolver un sistema de ecuaciones
en la que la primera ecuacion es una recta y la segunda una parabola. Los estudiantes
no conocen el procedimiento para la representacion graca de la parabola y se trata de
su primer contacto con este tipo de tarea.
En todos los centros y grupos, se realizan dos sesiones con los estudiantes. Cada
grupo se reparte en dos subgrupos con igual numero de estudiantes. En la primera
sesion, uno de los subgrupos realiza la tarea en el aula de ordenador, mientras el otro
subgrupo realiza la tarea en el aula ordinaria. En la segunda sesion, ambos subgrupos
intercambian el aula (tabla 7.3). Dicho de otro modo, el primer subgrupo realiza la
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primera sesion en el aula de ordenador y la segunda sesion en el aula ordinaria, mientras
el segundo subgrupo realiza las sesiones en orden inverso, primero en el aula ordinaria
y luego en el aula de ordenador. As, todos los sujetos pasan por todas las condiciones,
pudiendose controlar el efecto del orden.
Tabla 7.3: Secuencia de ejecucion.
Grupo de estudiantes
Subgrupo 1 Subgrupo 2
Sesion 1 Aula ordenador Aula ordinaria
Sesion 2 Aula ordinaria Aula ordenador
En la sesion en aula de ordenador, la actividad se centra en el instrumento Geo-
Gebra. Ademas de la manipulacion del instrumento, el estudiante tiene que poner en
funcionamiento los procedimientos matematicos que conoce en un contexto hasta ahora
desconocido.
Se emplean distintos cuestionarios para cada sesion:
Cuestionario MD. En el aula de ordenador, los estudiantes resuelven un cuestiona-
rio asociado al Modelo Dinamico (MD), que contempla la utilizacion del software.
Cuestionario MA. En el aula ordinaria, se modica el cuestionario, el cual se asocia
ahora al Modelo Analtico (MA), para que los estudiantes puedan representar
gracamente el sistema sin necesidad de recurrir al ordenador.
En las secciones 7.2.1 y 7.2.2 se exponen en detalle ambos cuestionarios, las tareas
y las consignas que reciben los estudiantes.
7.2.1. Cuestionario MD
En las sesiones en aula de ordenador y en aula ordinaria las tareas propuestas son
similares. Se espera que con la asistencia del software dinamico la representacion graca
sea mas economica. Por ello, en el cuestionario MD se proponen a los estudiantes tres
tareas. Para cada una de ellas, se les solicita:
1. Obtencion de la expresion explcita. El modelo dinamico esta dise~nado para repre-
sentar las ecuaciones en su forma funcional. Por ello, se requiere transformar las
ecuaciones a su forma explcita.
2. Representacion graca. El modelo dinamico permite la representacion graca de
las dos ecuaciones que participan en el sistema. Existen deslizadores para asignar
los valores de los coecientes a cada ecuacion. Una vez asignados los respectivos
valores a las ecuaciones, se observa la interseccion de las ecuaciones en pantalla.
En el dise~no del modelo dinamico se decide no mostrar la escala numerica sobre
el eje de coordenadas, para evitar que los estudiantes asignen un valor numerico a
la interseccion basandose unicamente en la numeracion de los ejes. Sin embargo,
el modelo s permite estimar la posicion del punto de corte de las ecuaciones, a
traves de dos ejes auxiliares, que indican las rectas y = x e y =  x. Una casilla
de control permite mostrar u ocultar estos ejes auxiliares. Una vez representado
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el sistema en pantalla, se solicita a los estudiantes la transcripcion a mano alzada
de la representacion graca en la plantilla de resolucion (gura 7.1)2.
Figura 7.1: Posicion inicial del applet.
3. Resolucion algebraica. Previamente se ha solicitado a los estudiantes que modi-
quen las expresiones de las ecuaciones para obtener las ecuaciones explcitas. Es
conveniente, por tanto, utilizar el metodo de igualacion. Una vez igualados los
terminos con variable independiente, se emplea la formula de segundo grado pa-
ra obtener los valores de la misma. Por ultimo, se sustituyen estos valores para
obtener la variable dependiente.
4. Comprobacion. Se solicita a los estudiantes que cambien el color del bolgrafo
utilizado. Deben comparar la solucion algebraica que han obtenido por escrito con
la representacion graca que ya tenan. En la comparacion se deben jar en los
signos de las soluciones, para comprobar que los puntos de corte estan, en efecto,
sobre el cuadrante esperado. Ademas, se deben comparar los valores relativos de las
soluciones, para estimar si su localizacion es, en efecto, la esperada. Los estudiantes
tienen la oportunidad de a~nadir informacion a la resolucion obtenida, a modo de
comentario. Ademas, pueden resaltar posibles incoherencias, y se~nalar una posible
causa.
La tabla 7.4 muestra las tres tareas propuestas a los estudiantes en el cuestionario
MD. Por un lado, si se atiende al numero de soluciones, en las tareas T1 y T2, el
discriminante de la ecuacion de segundo grado es estrictamente positivo, por los que
ambos sistemas tienen dos soluciones cada una. En la tarea T3, el discriminante toma el
valor 0, y el sistema tiene en consecuencia una sola solucion. Por otro lado, atendiendo al
campo numerico, la tarea T1 se resuelve exclusivamente sobre el conjunto de los enteros.
2El modelo dinamico se puede consultar en:
http://tube.geogebra.org/material/simple/id/nSrLvW0u#material/58606
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En las tareas T2 y T3, se requiere la manipulacion de numeros fraccionarios. La gura
7.2 muestra la plantilla de resolucion para la tarea T1.
Tabla 7.4: Tareas del cuestionario MD.
Tarea T1 Tarea T2 Tarea T3

3x2   4x = y + 6
5x  y = 12

3x2 + 5y = 32
 8x  3y = 4

y = x
2
2 + 1
2x  2y =  1
Figura 7.2: Plantilla de resolucion MD, tarea T1.
7.2.2. Cuestionario MA
En las sesiones en aula ordinaria no hay posibilidad de asistir la tarea con un or-
denador. La representacion graca se debe realizar en el soporte de \lapiz y papel". Se
espera que este tipo de resolucion sea mas costosa, y por ello, en el cuestionario MA se
proponen a los estudiantes dos tareas. Para cada una de ellas, se les solicita:
1. Obtencion de la expresion explcita. La plantilla de resolucion contempla un espacio
para la representacion, punto a punto, de las ecuaciones en su forma funcional. Por
ello, se requiere transformar las ecuaciones a su expresion explcita.
2. Representacion graca. La representacion de las ecuaciones se realiza en el soporte
de \lapiz y papel". La plantilla de resolucion contiene una tabla de valores en la
que el estudiante debe calcular algunos valores numericos para luego representar
las ecuaciones. Al igual que en la plantilla del cuestionario MD, la plantilla del
cuestionario MA no muestra ninguna escala predeterminada y el estudiante debe
seleccionar esta escala en funcion de la magnitud de los valores que obtiene.
3. Resolucion algebraica. Previamente se ha solicitado a los estudiantes que modi-
quen las expresiones de las ecuaciones para obtener las ecuaciones explcitas. Es
conveniente, por tanto, utilizar el metodo de igualacion. Una vez igualados los
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terminos con variable independiente, se emplea la formula de segundo grado pa-
ra obtener los valores de la misma. Por ultimo, se sustituyen estos valores para
obtener la variable dependiente.
4. Comprobacion. Se solicita a los estudiantes que cambien el color del bolgrafo
utilizado. Deben comparar la solucion algebraica que han obtenido por escrito con
la representacion graca que ya tenan. En la comparacion se deben jar en los
signos de las soluciones, para comprobar que los puntos de corte estan, en efecto,
sobre el cuadrante esperado. Ademas, se deben comparar los valores relativos de las
soluciones, para estimar si su localizacion es, en efecto, la esperada. Los estudiantes
tienen la oportunidad de a~nadir informacion a la resolucion obtenida, a modo de
comentario. Ademas, pueden resaltar posibles incoherencias, y se~nalar una posible
causa.
La tabla 7.5 muestra las tareas T4 y T5 propuestas a los estudiantes en el cuestionario
MA. Se reduce el numero de tareas por considerar que la representacion graca por tabla
de valores en mas costosa. En ambas tareas, el discriminante de la ecuacion de segundo
grado es estrictamente positivo, por lo que existen dos soluciones para cada sistema.
Ademas, en ambas tareas, el campo numerico de las operaciones esta formado por el
conjunto de los numeros enteros, a excepcion del resultado, que pertenece al campo de
los numeros fraccionarios. La gura 7.3 muestra la plantilla de resolucion para la tarea
T5.
Tabla 7.5: Tareas del cuestionario MA.
Tarea T4 Tarea T5

y = 3x2   11x+ 2
8x+ 2y = 4

x2   y = 6
6x  y = 14
7.2.3. Consignas
Todos los grupos de estudiantes estan repartidos en dos subgrupos de igual canti-
dad de participantes, aproximadamente. Un docente auxiliar gua la sesion en aula de
ordenador mientras el docente titular de la asignatura se hace cargo de la sesion en aula
ordinaria. Las consignas y la informacion que se da a los estudiantes antes de cada sesion
queda redactada de forma clara y concisa, para evitar sesgos en el desarrollo de la sesion
ordinaria en cada centro:
Cada estudiante debe realizar la actividad de forma individual.
Para asegurar que los estudiantes se toman en serio la actividad, se les advierte de
que se evaluara tanto la actitud mostrada durante la resolucion como la adecuacion
de su produccion a las consignas planteadas.
En la resolucion se utilizaran bolgrafos de dos colores: azul y rojo. Los primeros
3 pasos de la resolucion se realizaran en color azul, esto incluye la representacion
graca. El paso 4 se realizara en color rojo.
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Figura 7.3: Plantilla de resolucion MA, tarea T5.
La plantilla de resolucion consta de varios apartados (guras 7.2 y 7.3). La informa-
cion y las consignas que el docente da a los estudiantes para que cumplimenten cada
apartado queda asimismo redactado y claricado previamente:
1. Obten la expresion explcita. Es necesario escribir la expresion explcita de ambas
ecuaciones (\despejar la `y' ", \en forma de funcion", etc.), para utilizar el modelo
dinamico.
2. Representa la graca.
a) Ordenador. Debes utilizar el modelo dinamico para representar las ecuaciones.
Cada deslizador cambia el valor de un coeciente de la ecuacion. El eje de
coordenadas del modelo dinamico no muestra la escala numerica, pero tienes
la posibilidad de representar dos ejes auxiliares, que indican las rectas \y = x"
e \y =  x" (\las diagonales", \el valor de `x' coincide con el valor de `y"',
etc.). Transcribe la representacion a mano alzada en la plantilla de resolucion.
El modelo dinamico esta disponible en el siguiente enlace3:
http://www.geogebratube.org/student/m58606
b) Lapiz y papel. Debes utilizar la tabla de valores para representar las ecuacio-
nes. La plantilla no muestra ninguna escala determinada, la debes elegir en
funcion de la magnitud de los valores que obtengas.
3El enlace lleva directamente a una hoja de trabajo independiente, sin conexion con el Libro-GeoGebra
que engloba todas las construcciones de este trabajo.
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3. Resolucion algebraica. Como ya disponemos de las expresiones explcitas de las
ecuaciones (lo hemos hecho en el paso 1), lo tenemos facil para utilizar el metodo
de igualacion. A continuacion, sera necesario emplear la formula de segundo grado
para obtener los valores de \x". Por ultimo, debes sustituir en la expresion los
valores de \x" para obtener los de \y".
4. Comprobacion. Cambia de color, utiliza el rojo. Observa si la resolucion algebraica
obtenida se corresponde con la representacion graca (\signo positivo o negativo
del resultado", \posicion de las gracas", etc.). En caso de observar alguna incohe-
rencia, o si quieres a~nadir algo a la resolucion, marca con el color rojo una posible
modicacion de la representacion graca o de la resolucion algebraica.
7.3. Resultados
La exposicion y el analisis de los resultados se basan, por un lado, en los comporta-
mientos observados en el desarrollo de las sesiones, y por otro lado, en las producciones
escritas de los estudiantes. La informacion de las interacciones de los estudiantes con el
medio didactico corresponde, unicamente, a las tareas T1, T2 y T3, en la sesion en aula
de ordenador (MD). No se dispone de informacion precisa sobre las interacciones con el
medio didactico en el aula ordinaria (MA), en la resolucion de las tareas T4 y T5. La
informacion que se dispone de estas resoluciones corresponde unicamente a la obtenida
a partir de la plantilla de resolucion.
A continuacion, en la seccion 7.3.1 se exponen las interacciones de los estudiantes
con el medio didactico, es decir: las interacciones con el instrumento GeoGebra, con sus
compa~neros y con el docente4. El analisis contempla variables externas e internas. En la
seccion 7.3.2 se presentan las variables externas del estudio, aquellas que tienen que ver
con la sociologa de la muestra (genero, modelo lingustico y titularidad de centro) y con
el orden en la ejecucion de las tareas propuestas. Las variables externas son comunes a
toda la muestra, pero las variables internas dieren en algunos aspectos, en funcion de la
sesion (MD o MA). En la seccion 7.3.3 se presentan las variables internas analizadas en
las tareas T1, T2 y T3 (sesion MD). En la seccion 7.3.8 se presentan las modicaciones
realizadas en las variables internas en las tareas T4 y T5 (sesion MA). Los resultados
obtenidos se organizan en funcion de cada tarea, es decir: los resultados de las tareas T1,
T2, T3, T4 y T5 se presentan, respectivamente, en las secciones 7.3.4, 7.3.6, 7.3.7, 7.3.9
y 7.3.11. Se han realizado, ademas, contrastes de hipotesis de las variables internas en las
tareas T1 y T4 (secciones 7.3.5 y 7.3.10, respectivamente), para analizar las producciones
de los estudiantes en funcion de las variables externas. Se cierra la seccion de resultados
con un analisis implicativo y su respectivo diagrama (seccion 7.3.12).
7.3.1. Interacciones del estudiante con el medio dinamico
La ejecucion de tareas matematicas en aula de ordenador es potencialmente pro-
blematica, porque depende del buen funcionamiento de un equipo tecnologico expuesto
a fallos electricos, electronicos y de software. Ademas, los centros educativos de secun-
daria no tienen en plantilla un servicio informatico que se encargue del mantenimiento
4Por ello, los resultados de la seccion 7.3.1 hacen referencia, exclusivamente, al medio dinamico, en
referencia a la sesion en aula de ordenador.
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de los sistemas y de la resolucion de incidencias. Por ello, durante la experimentacion, el
docente auxiliar realiza una adecuacion del aula de ordenadores en cada centro, previa
a la ejecucion de la actividad. Aun y todo, hay en algunos casos fallos puntuales de red
y errores de conguracion de JAVA, que se han podido corregir in situ, y no han tenido
mayor repercusion en el desarrollo de la experiencia.
En el plano pedagogico y afectivo, los estudiantes se comportan de distinta manera,
en funcion de si es su primera o segunda sesion. As, en todos los casos, durante la
primera sesion de ordenador, los estudiantes tienen un comportamiento atento y serio.
Se les ha informado previamente del tipo de actividad que van a realizar, pero no saben
exactamente lo que se espera de ellos. El estudiante tampoco tiene claro como se va a
desenvolver en la actividad. No as, en el desarrollo de la segunda sesion, los estudiantes
estan mas relajados. La tranquilidad de la segunda sesion obedece a la actividad previa
que han realizado en el aula ordinaria y al feedback que han obtenido de sus compa~neros
del grupo anterior.
Ademas, los estudiantes no estan habituados a situaciones en las que deban tomar
decisiones. El componente adidactico de la situacion desorienta a la mayora de los
estudiantes. Junto con ello, se observan situaciones de bloqueo afectivo (Guzman, 2008).
Los estudiantes se sienten inseguros ante la perspectiva de una actividad para la que no
han sido entrenados con anterioridad, por \miedo al ridculo" o al \que diran". Algunos
estudiantes sienten verguenza y cierto apuro al manipular el modelo dinamico. Vigilan
por encima del hombro la produccion de sus compa~neros, para cerciorarse de que su
produccion no es radicalmente distinta a la de sus compa~neros. De forma simetrica,
se sienten vigilados por la mirada de sus compa~neros y tienen miedo de hacer una
manipulacion que genere bromas entre sus compa~neros. Ante preguntas perfectamente
pertinentes (por ejemplo, un estudiante pregunta si es posible el uso de una calculadora),
el estudiante recibe del grupo el feedback de que la pregunta era ridcula o ingenua.
Los terminos del contrato didactico contemplan la clausula de la gestion del tiempo.
En este caso, una vez dise~nada y puesta en marcha la actividad, el docente auxiliar no
interviene en la gestion del tiempo, y respeta el tempo de los estudiantes. As, todas
las sesiones en aula de ordenador tienen una duracion de 50 minutos, y en general,
los estudiantes han utilizado entre 20 y 30 minutos para desarrollar la tarea T1. Los
primeros minutos transcurren, pues, en una aparente inactividad, que no es tal. Una vez
se realiza la tarea T1, el ritmo en la actividad de los estudiantes se acelera. Se requiere
menos tiempo para ejecutar las tareas T2 y T3, a pesar de que, en algunos casos, el
estudiante no consigue terminar la tarea T3 antes de que nalice la sesion.
En algunos casos, la comprension funcional que el estudiante tiene del sistema de
ecuaciones no es suciente para que este pueda abordar de forma autonoma la resolucion
de la tarea. As, se requiere, en algunos casos, de la intervencion del docente auxiliar.
En estos casos, el estudiante manipula el modelo dinamico como si se tratara de una
unica ecuacion, en lugar de un sistema. Es decir, el estudiante representa la parabola
al asignar los valores de los coecientes a los deslizadores del modelo dinamico, pero no
asigna ningun valor a los deslizadores que representan la recta. El estudiante que actua
de esta forma no comprende el proposito del modelo dinamico, y solicita asistencia al
docente auxiliar. Este le recuerda que esta trabajando con un sistema de dos ecuaciones,
y le solicita que manipule el modelo en consecuencia.
Ademas de la interpretacion funcional del sistema de ecuaciones, se generan dudas
en la manipulacion del campo numerico. En particular, los estudiantes tienen dudas en
la representacion decimal de numeros fraccionarios. Se ha expuesto previamente que en
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las tareas T2 y T3, la manipulacion de los terminos de la ecuacion da como resultado
una expresion explcita de las ecuaciones con coecientes fraccionarios. En estas tareas,
la mayora de los estudiantes pregunta al docente como seguir adelante, al no poder re-
presentar en el deslizador un numero fraccionario. En efecto, el deslizador solo permite
representar la aproximacion decimal de la fraccion, y este hecho genera dudas generali-
zadas en todos los grupos. A pesar de ser un contenido que los estudiantes han trabajo
con anterioridad en cursos previos y a principio de ese mismo curso, el estudiante no
identica facilmente este contenido como un conocimiento previo operativo.
Por ultimo, se han identicado ciertos errores vinculados a una incorrecta inter-
pretacion de conocimientos funcionales previos. El error ocurre cuando los estudiantes
intentan interpretar la ecuacion de la parabola en terminos de la ecuacion de la recta. En
efecto, los estudiantes tienen un conocimiento mas amplio de la recta que de la parabola,
y saben que la ecuacion de la recta es una expresion algebraica de dos terminos: termino
\con" variable x; y termino \sin" variable x. En particular, dotan de signicado personal
a la expresion funcional de la recta, identicando pendiente (termino con variable x) y
ordenada en el origen (termino independiente). El estudiante pone en funcionamiento
estos conocimientos previos, e intenta identicar los componentes funcionales de la recta
en la parabola. Es decir, para las ecuaciones y = mx+ n e y = ax2 + bx+ c:
Algunos estudiantes se reeren al termino bx de la parabola como la \pendiente"
en presencia del docente y dirigiendose a el.
En ausencia del termino c, algunos estudiantes se reeren al termino bx como la
\ordenada en el origen" de la parabola, haciendo caso omiso a la existencia de la
variable x en el termino y = ax2 + cx, es decir, equiparando n y bx.
En ambos casos, el estudiante intenta dar un signicado al termino intermedio bx,
a partir de su experiencia. El estudiante intenta dotar de signicado a la conguracion
funcional de la ecuacion de segundo grado, a partir de elementos funcionales que s do-
mina en la recta, y buscando una regla o patron. En este caso, la regla consiste en la
siguiente apreciacion:
\La pendiente es el termino primero de la expresion".
\La ordenada en el origen es el segundo termino de la expresion".
Esta regla esconde, ademas, el error de la aplicacion extricta por orden de grado, es
decir, que si se presenta la ecuacion de la recta con sus terminos invertidos, y = n+mx,
es posible que el estudiante vuelva a identicar de forma incorrecta los terminos de la
expresion.
7.3.2. Variables externas
El analisis de los resultados de la muestra se realiza sobre variables dicotomicas:
presencia (1) o ausencia (0) de un comportamiento determinado en las producciones de
los estudiantes o caracterstica especca. Las caractersticas generales de la muestra se
describen a partir de las variables externas \modelo lingustico" (Ext1), \titularidad del
centro (Ext2)", \sexo" (Ext3) y \secuencia de ejecucion de la tarea" (Ext4) (tabla 7.6).
Las variables externas se utilizan, en las secciones 7.3.5, 7.3.5 y 7.3.5, para contrastar
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Tabla 7.6: Variables externas de la muestra.
Variable Signicado Porcentaje (1)
Ext1
Modelo linguistico D (1) 53,4%
Modelo linguistico G (0)
Ext2
Centro publico (1) 81,8%
Centro concertado (0)
Ext3
Sexo femenino (1) 42,6%
Sexo masculino (0)
Ext4
Secuencia MD-MA (1) 45,9%
Secuencia MA-MD (0)
la existencia de diferencias estadsticamente signicativas en las producciones de los
estudiantes, dentro de cada clase.
Los grupos de estudiantes se reparten de forma equilibrada en dos subgrupos, en
relacion a la secuencia en la que realizan la actividad. As, el 45; 9% de los estudiantes
resuelve el cuestionario en la secuencia MD-MA, es decir, realiza primero las tareas T1,
T2 y T3 en la sesion de ordenador (cuestionario MD), y despues, en la segunda sesion,
resuelve las tareas T4 y T5 en el aula ordinaria.
La muestra es equilibrada en cuanto a modelos lingusticos y sexo. El 53;4% de los
estudiantes cursa sus estudios en modelo D (euskera), y el 42; 6% de los estudiantes es de
sexo femenino. La mayora de los centros seleccionados en la muestra son de titularidad
publica (el 81;8% de los estudiantes pertenece a centros publicos); unicamente el centro
V es concertado (tabla 7.1).
El centro V es el unico centro concertado (C) y los estudiantes de este centro cur-
san sus estudios en castellano (modalidad lingustica G). Ademas, las caractersticas
sociologicas de este centro son peculiares, al tratarse de un centro al que acceden, en su
mayora, estudiantes provenientes de familias con dicultades economicas o carencias en
estructuracion familiar. Por todo ello, este centro, que representa el 18;8% del total de
la muestra, y que representa, a su vez, a mas de un tercio (40;8%) de los estudiantes que
realizaron la prueba en la modalidad lingustica G, sera analizado de manera especca,
para evitar posibles sesgos en el analisis de la variable Ext1.
7.3.3. Variables internas en las tareas T1-T2-T3
Las variables internas del estudio son, al igual que las externas, dicotomicas: presen-
cia (1) o ausencia (0) de comportamientos en las producciones de los estudiantes. Las
variables internas se han agrupado en tres categoras, atendiendo al tipo de comporta-
miento que miden:
Variables A1-A2. Miden el paso previo de obtencion de la expresion explcita de
las ecuaciones, y la anticipacion en resolucion algebraica previa a la manipulacion
del modelo dinamico.
Variables B1-B12. Miden los comportamientos relativos a la transcripcion de in-
formacion de un soporte a otro, y la instrumentalizacion que el estudiante hace de
los distintos soportes, software dinamico y plantilla sobre papel.
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Variables C1-C13. Miden los comportamientos relativos a la resolucion algebrai-
ca en la plantilla sobre papel, el nivel de exito en la tarea, los tipos de errores
mostrados y la interpretacion del resultado obtenido.
En las tablas 7.7, 7.8 y 7.10 se sintetizan, respectivamente, los signicados de cada
grupo de variables internas. Ademas, en la tabla 7.9 se identica la numeracion de cada
una de las soluciones en las tareas T1, T2 y T3.
Tabla 7.7: Signicado de las variables internas \A".
Var Signicado
A1
(1) Obtiene la expresion explcita sin errores.
(0) Comete errores en la obtencion de la expresion explcita.
A2
(1) Resuelve el sistema en la primera entrada de la plantilla.
(0) Realiza cada paso de la resolucion en la entrada que corresponde.
7.3.4. Resultados de la tarea T1
Al comienzo de cada tarea, se solicita a los estudiantes una manipulacion algebraica
de las ecuaciones para obtener su expresion explcita. La mayora de los estudiantes
(92,6%), obtiene las dos representaciones explcitas de forma correcta y sin errores (va-
riable A1). En este primer paso, no se solicita a los estudiantes la resolucion algebraica
del sistema de ecuaciones, dado que esta se debe realizar, segun la consigna, una vez los
estudiantes realizan la representacion graca a traves del modelo dinamico. Sin embargo,
el 4,7% de los estudiantes se adelanta a la consigna y resuelve el sistema directamente en
la primera entrada de la plantilla (variable A2), haciendo caso omiso a la consigna, y eje-
cutando la tarea a partir de un procedimiento algebraico previamente institucionalizado
en el aula (tabla 7.11).
En la gura 7.4 se muestra un ejemplo del comportamiento de prevalencia algebraica
que mide la variable A2. En el se observa que el estudiante resuelve la tarea por un
procedimiento algebraico en el primer hueco que encuentra en la plantilla. Una vez ha
resuelto la tarea por un procedimiento mecanizado y que domina, el estudiante procede
a la costruccion de la representacion graca. A continuacion, cuando se le solicita la
transcripcion del metodo de igualacion y la ecuacion de segundo grado, duplica una
parte de la informacion en la entrada de la plantilla a la que corresponde.
El dise~no del modelo dinamico requiere la obtencion de la expresion explcita de
las ecuaciones, que permite la manipulacion del modelo dinamico y la representacion
graca de las ecuaciones del sistema. En la tarea T1, la mayora de los estudiantes
(95,9%) manipula el modelo dinamico, de forma que obtiene una representacion graca
de la situacion y la transcribe a la plantilla (variable B1). Aun y todo, no todas las
transcripciones son correctas. En el 60,8% de los casos la transcripcion del graco que
los estudiantes realizan en la plantilla corresponde al graco real de la situacion (variable
B2). Esta informacion se sintetiza en la tabla 7.12.
En la gura 7.4, ademas de la prevalencia algebraica, se observa una correcta ma-
nipulacion del modelo dinamico, y la transcripcion del graco se corresponde con la
situacion real. La gura 7.5 muestra la produccion de un estudiante que obtiene correc-
tamente la expresion explcita de las ecuaciones, pero no consigue instrumentalizar el
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Tabla 7.8: Signicado de las variables internas \B".
Var Signicado
B1
(1) Transcribe el graco a mano alzada.
(0) Deja en blanco la representacion graca.
B2
(1) El graco transcrito se corresponde con el graco real.
(0) El graco transcrito no se corresponde con el graco real.
B3
(1) Instrumentaliza el eje auxiliar para representar la solucion 1.
(0) No instrusmenta el eje auxiliar para representar la solucion 1.
B4
(1) Instrumentaliza el eje auxiliar para representar la solucion 2.
(0) No instrumentaliza el eje auxiliar para representar la solucion 2.
B5
(1) Valida el resultado algebraico obtenido en la representacion graca.
(0) No usa la representacion graca para validar el resultado algebraico.
B6*
(1) La solucion obtenida es correcta, y en su discurso, el estudiante
argumenta correctamente que es correcta.
(0) No argumenta por escrito, la argumentacion es incorrecta o la solu-
cion es incorrecta.
B7*
(1) La solucion obtenida es incorrecta, y en su discurso, el estudiante
argumenta correctamente la imposibilidad de que sea correcta.
(0) No argumenta por escrito, la argumentacion es incorrecta o la solu-
cion es correcta.
B8*
(1) La solucion obtenida es correcta, pero en su discurso, el estudiante
argumenta que es incorrecta (argumentacion incorrecta).
(0) No argumenta por escrito, la argumentacion es correcta o la solucion
es incorrecta.
B9*
(1) La solucion obtenida es incorrecta, pero en su discurso, el estudiante
argumenta que es correcta (argumentacion incorrecta).
(0) No argumenta por escrito, la argumentacion es correcta o la solucion
es correcta.
B10
(1) Realiza una instrumentacion del modelo dinamico dinamico y de la
representacion graca.
(0) No instrumentaliza los ejes de coordenadas para representar las so-
luciones 1 y 2; y en caso de realizar una argumentacion por escrito, la
argumentacion es incorrecta.
B11
(1) Escribe la solucion como valor numerico sobre el graco.
(0) No escribe la solucion o la representa como un punto en el plano.
B12
(1) Escala los ejes de coordenadas, o tabula puntos.
(0) No escala los ejes de coordenadas y no tabula puntos.
(*) Atendiendo a las variables B6{B9, la ausencia de una argumentacion escrita en la
resolucion queda reejada por la 4-tupla (B6; B7; B8; B9) = (0; 0; 0; 0).
Tabla 7.9: Soluciones en las tareas T1-T3.
Tarea Solucion 1 Solucion 2
T1 (2; 2) (1; 7)
T2 ( 2; 4) (58=9; 500=27)
T3 (1; 3=2) @
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Tabla 7.10: Signicado de las variables internas \C".
Var Signicado
C1
(1) Resuelve por metodo de igualacion.
(0) No resuelve por el metodo de igualacion.
C2
(1) Resuelve por metodo de reduccion.
(0) No resuelve por el metodo de reduccion.
C3
(1) Resuelve por metodo de sustitucion.
(0) No resuelve por el metodo de sustitucion.
C4
(1) Obtiene correctamente la solucion 1.
(0) No obtiene la solucion 1.
C5
(1) Obtiene correctamente la solucion 2.
(0) No obtiene la solucion 2.
C6
(1) Obtiene dos valores de x, pero no obtiene valores de y;
interpreta el sistema como una ecuacion en una incognita.
(0) Obtiene dos valores, x e y, para cada solucion.
C7
(1) Obtiene dos soluciones.
(0) Obtiene, a lo sumo, una solucion.
C8
(1) Las dos soluciones son correctas.
(0) Al menos una solucion es incorrecta.
C9
(1) Obtiene una solucion.
(0) No obtiene ninguna solucion.
C10
(1) La unica solucion obtenida es correcta.
(0) La unica solucion obtenida es incorrecta.
C11
(1) Comprueba la solucion obtenida, por metodos aritmeticos o
algebraicos.
(0) No deja constancia escrita de una comprobacion de los calculos,
por procedimientos aritmeticos o algebraicos alternativos.
C12
(1) Comete errores aritmeticos o algebraicos en la resolucion.
(0) Los calculos aritemicos y las manipulaciones algebraicas son
correctas.
C13
(1) Interpreta la solucion como una pareja de datos.
(0) Presenta la solucion como valores numericos independientes,
aun cuando obtiene todas las soluciones.
Tabla 7.11: Obtencion de la expresion explcita en T1.
Var % (1)
A1 92,6
A2 4,7
Tabla 7.12: Transcripcion del graco en T1.
Var % (1)
B1 95,9
B2 60,8
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Figura 7.4: Prevalencia algebraica en T1.
modelo dinamico, de forma que el graco que obtiene no se ajusta a la situacion plan-
teada. Este tipo de producciones no permiten, en los pasos siguientes, la comprobacion
del resultado algebraico obtenido en la vista graca.
Figura 7.5: No instrumentalizacion del modelo dinamico en T1.
El modelo dinamico dispone, ademas del eje usual de coordenadas cartesianas, de
un sistema de ejes auxiliares (formado por las rectas y = x e y =  x), que sirve de
referencia para la transcripcion del graco, dada la ausencia de otro tipo de referencia
numerica o escala de valores en el sistema de ejes cartesianos. En particular, los ejes auxi-
liares deberan facilitar la representacion de soluciones con valores simetricos. El 16,9%
instrumentaliza correctamente este eje auxiliar para representar la solucion (2; 2) en
su posicion correcta (variable B3). El sistema de ejes auxiliares permite asimismo de-
terminar la posicion de una solucion en funcion de los signos de sus coordenadas, y en
funcion de una comparacion de los valores de sus coordenadas. El 21,6% de los estu-
diantes instrumentaliza correctamente el graco para representar la solucion la segunda
solucion al sistema, el punto (1; 7), en su posicion correcta (variable B4). El 22,3% de
los estudiantes representa los puntos-solucion obtenidos en la resolucion (variable B5),
y utiliza este procedimiento de control para validar el resultado (tabla 7.13).
En la gura 7.4 se muestra el ejemplo de una produccion en la que el estudiante
instrumentaliza el modelo dinamico y la representacion graca para representar y com-
probar el resultado obtenido, a pesar de que no se utiliza propiamente una representacion
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Tabla 7.13: Instrumentalizacion del eje auxiliar en T1.
Var % (1)
B3 16,9
B4 21,6
B5 22,3
puntual; simplemente, empareja los datos de las variables x e y, como valores numeri-
cos. Sin embargo, en la gura 7.6, se muestra una produccion en la que el estudiante
instrumentaliza el eje de coordenadas auxiliares para representar la solucion (2; 2), y
ademas, utiliza la representacion de los puntos para validar el resultado obtenido.
Figura 7.6: Validacion graca del resultado en T1.
Junto con la transcripcion de los resultados, se solicita a los estudiantes que redac-
ten una argumentacion, en la cual tienen que justicar la coherencia entre el resultado
numerico y la representacion graca. La argumentacion realizada puede ser correcta o
incorrecta, con independencia de la solucion propuesta por el estudiante, que puede ser,
a su vez, correcta o incorrecta. As, la mitad de los estudiantes (49,4%) instrumentaliza
correctamente el modelo dinamico y la representacion graca (variable C10), y argumen-
ta correctamente la coherencia del resultado: el 37,2% argumenta correctamente que la
solucion obtenida es correcta (variable B6), mientras que el 12,2% argumenta correc-
tamente que la solucion obtenida es incorrecta (variable B7). Asimismo, el 18,9% de
los estudiantes intenta instrumentalizar el modelo dinamico y la representacion graca,
pero no consigue hacerlo correctamente: el 15,5% argumenta que la resolucion es correc-
ta, pese a que no lo es, es decir, la comprobacion es incoherente (variable B8); el 3,4%
de los estudiantes resuelve correctamente la tarea por el procedimiento algebraico, y sin
embargo, argumenta por escrito que la solucion obtenida es incorrecta (variable B9). Por
el contrario, casi un tercio de los estudiantes no instrumentaliza el modelo dinamico y
no desarrolla, por tanto, argumentacion alguna sobre la validez de su respuesta (31,7%).
Todos estos resultados se indican en la tabla 7.14.
La gura 7.7 muestra, respectivamente, ejemplos de producciones de estudiantes
que argumentan de forma coherente la correccion o la incorreccion de su produccion.
En ambos casos, el estudiante instrumentaliza el modelo dinamico y la representacion
graca, de forma que es capaz de validar su resultado, tanto si esta es correcta como si
es incorrecta.
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Tabla 7.14: Instrumentalizacion de la vista graca en T1.
Solucion Argumentacion correcta
correcta S No
S 37,2%(Var: B6) 15,5%(Var: B8)
No 12,2%(Var: B7) 3,4% (Var: B9)
El 31,7% no realiza argumentacion alguna:
(B6; B7; B8; B9) = (0; 0; 0; 0)
En la primera produccion, se puede leer: \Utilizando distintos metodos, se obtiene la
misma solucion". En la segunda produccion, el estudiante obtiene una solucion algebraica
que no coincide con la vista graca: \No coincide porque creo que lo he hecho mal".
Figura 7.7: Argumentacion correcta en la tarea T1
Asimismo, la gura 7.8 muestra dos ejemplos de producciones de estudiantes en las
que la argumentacion es incorrecta. En la primera produccion, el estudiante obtiene
correctamente las soluciones numericas, pero no las empareja, ni tampoco las identica
con puntos en el plano. A pesar de que el graco no se corresponde con la situacion de los
puntos de corte, el estudiante argumenta, incorrectamente, la coherencia del resultado:
\Las lneas se juntan, justo, en los puntos de la solucion".
En la segunda produccion, el estudiante obtiene correctamente los valores de la
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variable x, que se ajustan, ademas, a la situacion del graco; sin embargo, el estudiante
argumenta, incorrectamente, que la situacion carece de sentido: \No tiene sentido que
se obtengan dos valores de x".
En ambos casos, la argumentacion no es coherente y el estudiante no instrumentaliza
el modelo dinamico; los estudiantes no utilizan de manera eciente la representacion
graca como medio de control de la resolucion simbolica literal.
Figura 7.8: Argumentacion incorrecta en la tarea T1
Existen tambien algunos comportamientos que ponen en evidencia la ausencia de
una interpretacion funcional de las ecuaciones. Por ejemplo, el 1,4% de los estudiantes
escribe los valores numericos de la solucion sobre el graco, sin emparejar los valores
en pares de coordenadas, y sin dar, por ello, una interpretacion puntual al resultado
(variable B11). El 8,8% escala los ejes de coordenadas y tabula una lista de puntos para
representar la recta (variable B12). Estos ultimos interpretan las parejas de valores desde
un punto de vista funcional, pero para ellos la nocion de linealidad no es operativa, es
decir: no se conforman con dos puntos para representar una recta, y necesitan toda una
lista de puntos para cerciorarse de que las cantidades van alineadas. Estos resultados se
sintetizan en la tabla 7.15.
Tabla 7.15: Comportamientos numericos en T1.
Var % (1)
B11 1,4
B12 8,8
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La gura 7.9 muestra dos ejemplos de comportamientos numericos en la resolucion
de la tarea T1. En la primera produccion, el estudiante obtiene los valores numericos de
la solucion, pero no sabe como organizar esta informacion, y los escribe directamente
sobre la vista graca, sin asignar un signicado puntual a los numeros obtenidos. Por
un lado, en la entrada de la plantilla en la que resuelve el procedimiento algebraico, no
organiza los resultados como parejas de puntos. Por otro lado, en la vista graca, escribe
los valores numericos sin una localizacion coherente sobre la hoja (aparecen, ademas, tres
valores de la variable x, y un valor de la variable y). En la segunda produccion, a pesar
de que la representacion graca y la resolucion algebraica son correctas, el estudiante
necesita escalar los ejes de coordenadas para cerciorarse de que su produccion es correcta:
\Con el metodo de igualacion se obtienen dos soluciones, (2; 2) y (1; 7), y en el graco
se puede ver que las dos ecuaciones se cortan, mas o menos, en estos puntos."
Figura 7.9: Comportamientos numericos en la tarea T1
El cuestionario sugiere, en el procedimiento de resolucion, la utilizacion del metodo
de igualacion. En efecto, la mayor parte de los estudiantes (87,2%) sigue las indicaciones
y resuelve el sistema por este metodo (variable C1). Aun as, algunos estudiantes optan
por otras tecnicas, como el metodo de reduccion (variable C2; 3,4%) o el metodo de
sustitucion (variable C3; 2,0%). Estos resultados se resumen en la tabla 7.16.
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Tabla 7.16: Metodos de resolucion en T1.
Var % (1)
C1 87,2
C2 3,4
C3 2,0
El sistema propuesto en la tarea T1 tiene dos soluciones, estas son (2; 2) y (1; 7).
Se observa que el 68,2% obtiene correctamente la solucion (2; 2) (variable C4), y
el 64,2% obtiene la solucion (1; 7) correctamente (variable C5). Ademas, se da la
circunstancia de que estos porcentajes se ajustan a las variables que miden el numero
de soluciones obtenidas, es decir: los estudiantes que obtienen correctamente una unica
solucion, obtienen exclusivamente la solucion (2; 2) en todos los casos (gura 7.10).
Este resultado tiene su reejo en la seccion 7.3.12, donde se presentan los resultados del
analisis implicativo (la variable T1C5 implica la variable T1C4, al 100%).
Figura 7.10: Soluciones correctas, tarea T1.
Estos porcentajes cuantican los resultados correctos en los que se interpreta el
resultado como una pareja de datos (no se interpreta necesariamente el resultado como
un punto en el plano). Sin embargo, otros estudiantes interpretan el sistema como una
sola ecuacion en una incognita: el 24,3% obtiene correctamente los valores de x, pero no
realiza ningun tratamiento con ellos para obtener los respectivos valores de y (variable
C6). El 67,6% de los estudiantes obtiene dos soluciones, es decir, dos soluciones con
sus respectivos valores x e y (variable C7). En el 64,2% de los casos ambas soluciones
son correctas (variable C8). En la gura 7.10 se observa que solamente el 3,4% de
los estudiantes que obtienen dos soluciones presentan alguna solucion incorrecta. El
70,3% de los estudiantes obtiene al menos una solucion, es decir, una solucion con sus
respectivos valores x e y (variable C9). En el 68,2% de los casos, la solucion que se
presenta es correcta (variable C10). La tabla 7.17 sintetiza estos resultados.
En la tabla 7.14 se ha observado la instrumentalizacion que los estudiantes hacen del
modelo dinamico, para comprobar el resultado obtenido por una tecnica de resolucion
algebraica. Ademas de esta instrumentalizacion, algunos estudiantes reejan explcita-
mente la comprobacion numerica del resultado a partir de metodos aritmeticos o alge-
braicos (variable C11; 2,7%). Se observa un claro nivel 3 de algebrizacion en todas las
resoluciones, a pesar de que cerca de una quinta parte de los estudiantes cometen erro-
res algebraicos y aritmeticos en la resolucion (variable C12; 19,6%). Las manipulaciones
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Tabla 7.17: Resoluciones correctas en T1.
Var % (1)
C4 68,2
C5 64,2
C6 24,3
C7 67,6
C8 64,2
C9 70,3
C10 68,2
algebraicas dan como resultado parejas de valores, x e y, pero no todos los estudiantes
relacionan explcitamente ambos valores como coordenadas de un punto en el plano:
el 35,8% de los estudiantes interpreta la solucion algebraica como una pareja de datos
(variable C13). La tabla 7.18 resume estos resultados.
Tabla 7.18: Validacion, errores e interpretacion en T1.
Var % (1)
C11 2,7
C12 19,6
C13 35,8
7.3.5. Contrastes de hipotesis en la tarea T1
Los resultados obtenidos en la seccion 7.3.4 se pueden contrastar en relacion a las
variables externas orden de ejecucion de la tarea (MD-MA, MA-MD), sexo (femenino,
masculino), modelo lingustico (euskera, castellano) y titularidad de centro (publico,
concertado).
Las variables internas describen comportamientos y son dicotomicas. Por ello, se
realiza un contraste de proporciones para comprobar si las diferencias obtenidas en las
proporciones de cada subgrupo son signicativas. Para todas ellas, se realiza un contraste
bilateral: 
H0 : p1 = p0
H1 : p1 6= p0
Variable externa: orden de ejecucion de la tarea
La variable externa orden de ejecucion de la tarea toma dos valores: MD-MA y
MA-MD. Por un lado, p(MD MA) hace referencia a la proporcion de los estudiantes
que realizaron la tarea T1 sin instruccion previa. En total, n(MD MA) = 68 estudiantes
realizaron la tarea en esta secuencia. Estos estudiantes no se han enfrentado al problema
con anterioridad y no han trabajado un procedimiento algebraico previo. En su lugar,
exploran el sistema por primera vez con la asistencia del modelo dinamico. Por otro
lado, p(MA MD) hace referencia a la proporcion de estudiantes que realizaron la tarea
T1 con una instruccion previa. En total, n(MA MD) = 80 estudiantes realizaron la tarea
en esta secuencia. Estos estudiantes han realizado previamente las tareas T4 y T5 en el
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aula ordinaria, y han trabajado por tanto el procedimiento de resolucion algebraico sin
asistencia del modelo dinamico.
Se realiza entonces el contraste:
H0 : p(MD MA) = p(MA MD)
H1 : p(MD MA) 6= p(MA MD)
Se descarta realizar el contraste en el caso de las variables A1, A2, B1, B9. B11, B12,
C2, C3 y C11, es decir: a pesar de que la muestra reune las condiciones para el contraste,
dado que es mayor que 25 individuos, el producto entre la proporcion obtenida (pi o pi
c)
y el numero de sujetos de la clase (ni) es inferior a 5.
A1 : p(MD MA)c  n(MD MA) = 4;012 < 5
A2 : p(MD MA)  n(MD MA) = 4; 012 < 5
B1 : p(MD MA)c  n(MD MA) = 1;020 < 5
B9 : p(MD MA)  n(MD MA) = 1;020 < 5
B11 : p(MD MA)  n(MD MA) = 1;972 < 5
B12 : p(MD MA)  n(MD MA) = 2;992 < 5
C2 : p(MA MD)  n(MA MD) = 0;000 < 5
C3 : p(MA MD)  n(MA MD) = 0;000 < 5
C11 : p(MD MA)  n(MD MA) = 2;992 < 5
Se realiza el contraste para el resto de variables analizadas sobre la muestra. El
contraste realizado sobre las variables B2, B3, B5, B7, B8, C1, C4, C5, C6, C7, C8, C9,
C10, C12 y C13, no da muestra de una diferencia signicativa entre las proporciones
obtenidas en cada caso. No hay una evidencia estadsticamente signicativa entre las
proporciones de uno u otro subgrupo, por lo que se acepta la hipotesis nula ya que el p
valor es menor que 0; 05 en todos los casos (tabla 7.19).
En el caso de las variables B4, B6 y B10 analizadas sobre la muestra, el contraste
bilateral da como resultado el rechazo de la hipotesis nula. Existe, en estos casos, una
diferencia estadsticamente signicativa entre ambas proporciones (tabla 7.20).
Es decir, se puede armar que el subgrupo de estudiantes que realiza las tareas T4
y T5 en el aula ordinaria, es decir, que trabaja de forma previa la estrategia algebraica
de resolucion, instrumentaliza de forma mas ecaz el modelo dinamico en la tarea T1.
En este grupo de estudiantes, el promedio de los estudiantes que, habiendo obtenido
la solucion correcta, argumentan y justican por escrito la correccion de la solucion
obtenida, es signicativamente superior. Ademas, una proporcion mayor de estos estu-
diantes representa en el graco la solucion (1; 7), una solucion que no se representa
estrictamente sobre el eje de coordenadas auxiliares y = x e y =  x.
En el caso de las variables C2 y C3, todos los estudiantes que realizan las tareas
en la secuencia MA-MD utilizan el metodo de igualacion sugerido en la consigna. Los
estudiantes que utilizan un metodo de resolucion distinto al de igualacion pertenecen
al subgrupo MD-MA. Es decir, se puede observar que en el momento de exploracion
\sin instruccion previa", los estudiantes utilizan mayor variedad de metodos. Los estu-
diantes del subgrupo MA-MD, al haber tenido una sesion previa, realizan una ejecucion
homogenea en cuanto a la tecnica utilizada.
Variable externa: sexo
La variable externa sexo toma dos valores: Femenino (F) o Masculino (M). Por
un lado, pM hace referencia a la proporcion de los estudiantes de sexo femenino que
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Tabla 7.19: Orden de ejecucion en T1: se acepta la hipotesis nula.
Var pMD MA pMA MD es Z p
B2 43 47 0;0803 0;557 0;5775
B3 8 17 0;0602  1;5348 0;1248
B5 11 22 0;067  1;6493 0;0991
B7 6 12 0;0527  1;1457 0;2519
B8 13 10 0;0603 1;1074 0;2681
C1 57 72 0;0558  1;1194 0;263
C4 43 58 0;0769  1;2066 0;2276
C5 40 55 0;079  1;2552 0;2094
C6 18 18 0;071 0;5611 0;5747
C7 43 57 0;0773  1;038 0;2993
C8 40 55 0;079  1;2552 0;2094
C9 46 58 0;0756  0;6437 0;5198
C10 43 58 0;0769  1;2066 0;2276
C12 12 17 0;065  0;5503 0;5821
C13 20 33 0;078  1;497 0;1344
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
Tabla 7.20: Orden de ejecucion en T1: se rechaza la hipotesis nula.
Var pMD MA pMA MD es Z p
B4 9 23 0;0652  2;2849 0;0223
B6 16 39 0;076  3;1642 0;0016
B10 27 52 0;0798  3;0741 0;0021
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
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realizaron la tarea T1. En total, se trata de nF = 63 estudiantes. Por otro lado, pM hace
referencia a la proporcion de estudiantes de sexo masculino que realizaron la tarea T1.
En total, se trata de nM = 85 estudiantes.
Se realiza entonces el contraste:
H0 : pF = pM
H1 : pF 6= pM
Se descarta realizar el contraste en el caso de las variables A1, A2, B1, B9, B11, B12,
C2, C3 y C11, es decir: a pesar de que la muestra reune las condiciones para el contraste,
dado que es mayor que 25 individuos, el producto entre la proporcion obtenida (pi o pi
c)
y el numero de sujetos de la clase (ni) es inferior a 5.
A1 : pF
c  nF = 3;969 < 5
A2 : pF  nF = 1;008 < 5
B1 : pF
c  nF = 0;000 < 5
B9 : pF  nF = 0;000 < 5
B11 : pF  nF = 0;000 < 5
B12 : pF  nF = 3;969 < 5
C2 : pF  nF = 2;016 < 5
C3 : pF  nF = 1;008 < 5
C11 : pF  nF = 2;016 < 5
Se realiza el contraste para el resto de variables analizadas sobre la muestra. El
contraste realizado sobre las variables B2, B3, B4, B5, B6, B7, B8, B10, C1, C4, C5,
C6, C7, C8, C9, C10 y C13, no da muestra de una diferencia signicativa entre las
proporciones obtenidas en cada caso. No hay una evidencia estadsticamente signicativa
entre las proporciones de uno u otro subgrupo, por lo que se acepta la hipotesis nula
(tabla 7.21).
A pesar de que en la mayora de las variables la proporcion de exito es ligeramente
mayor en el subgrupo femenino (por ejemplo, genero femenino comete un menor numero
de fallos aritmeticos y algebraicos en la resolucion de la tarea T1), en ningun caso se
puede considerar esta diferencia como estadsticamente signicativa. As, se debe aceptar
la hipotesis nula en todos los casos.
Variable externa: modelo linguistico
La variable externa modelo lingustico toma dos valores: euskera (e) o castellano (c).
Por un lado, pe hace referencia a la proporcion de los estudiantes que realizaron la tarea
T1 en euskera. En total, se trata de ne = 79 estudiantes. Por otro lado, pc hace referencia
a la proporcion de estudiantes que realizaron la tarea T1 en castellano. En total, se trata
de nc = 69 estudiantes.
Se realiza entonces el contraste:
H0 : pe = pc
H1 : pe 6= pc
Se descarta realizar el contraste en el caso de las variables A1, A2, B1, B3, B7, B8,
B9, B11, B12, C1, C2, C3, C11 y C12, es decir: a pesar de que la muestra reune las
condiciones para el contraste, dado que es mayor que 25 individuos, el producto entre
la proporcion obtenida (pi o pi
c) y el numero de sujetos de la clase (ni) es inferior a 5.
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Tabla 7.21: Sexo en T1: se acepta la hipotesis nula.
Var pF pM es Z p
B2 37 53 0;0813  0;4464 0;6553
B3 11 14 0;0625 0;1589 0;8738
B4 18 14 0;0697 1;7682 0;0770
B5 17 16 0;0702 1;1793 0;2383
B6 24 31 0;0804 0;2022 0;8397
B7 9 9 0;0553 0;6805 0;4962
B8 63 10 0;0618 1;4727 0;1408
B10 36 43 0;0826 0;7904 0;4293
C1 56 73 0;0547 0;5406 0;5888
C4 45 56 0;0767 0;7166 0;4736
C5 45 50 0;0780 1;5814 0;1138
C6 15 21 0;0712  0;1257 0;9000
C7 46 54 0;0765 1;219 0;2229
C8 45 50 0;0780 1;5814 0;1138
C9 46 58 0;0753 0;6291 0;5293
C10 45 56 0;0767 0;7166 0;4736
C12 8 21 0;0628  1;8197 0;0688
C13 26 27 0;0800 1;1925 0;2331
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
En efecto, los valores que se obtienen son:
A1 : pe
c  ne = 1;027 < 5
A2 : pe  ne = 3;002 < 5
B1 : pe
c  ne = 1;975 < 5
B3 : pc  nc = 4;968 < 5
B7 : pe  ne = 1;975 < 5
B8 : pc  nc = 4;002 < 5
B9 : pe  ne = 1;975 < 5
B11 : pe  ne = 0;000 < 5
B12 : pc  nc = 4;002 < 5
C1 : pe
c  ne = 3;002 < 5
C2 : pe  ne = 1;027 < 5
C3 : pe  ne = 0;000 < 5
C11 : pe  ne = 1;975 < 5
C12 : pe  ne = 3;002 < 5
Se realiza el contraste para el resto de variables analizadas sobre la muestra. El
contraste realizado sobre la variable B10, no da muestra de una diferencia signicativa
entre las proporciones obtenidas en cada caso. No hay una evidencia estadsticamente
signicativa entre las proporciones de uno u otro subgrupo, por lo que se acepta la
hipotesis nula (tabla 7.22).
En el caso de las variables B2, B4, B5, B6, C4, C5, C6, C7, C8, C9, C10 y C13, el
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Tabla 7.22: Modelo en T1: se acepta la hipotesis nula.
Var pe pc es Z p
B10 42 37 0;0822  0;0558 0;9555
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
contraste bilateral da como resultado el rechazo de la hipotesis nula. Existe, en este caso,
una diferencia estadsticamente signicativa entre ambas proporciones (tabla 7.23).
Tabla 7.23: Modelo en T1: se rechaza la hipotesis nula.
Var pe pc es Z p
B2 55 35 0;0794 2;3491 0;0188
B4 26 6 0;0628 3;57 0;0004
B5 25 8 0;065 2;9235 0;0035
B6 37 18 0;0771 2;6057 0;0092
C4 64 37 0;0745 3;5706 0;0004
C5 62 79 0;0759 3;8803 0;0001
C6 14 22 0;0707  2;0033 0;0451
C7 63 37 0;0752 3;3867 0;0007
C8 62 33 0;0759 3;8803 0;0001
C9 64 40 0;074 3;0594 0;0022
C10 64 37 0;0745 3;5706 0;0004
C13 38 15 0;075 3;337 0;0008
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
En resumen, los porcentajes de exito de las variables en la tabla 7.23 indican una me-
jor resolucion y una tasa de exito mayor en el subgrupo de modelo D. Estos estudiantes
obtienen, con un promedio superior, la correcta transcripcion del graco a mano alzada.
Las proporciones tambien son superiores en el subgrupo de modelo D a la hora de ins-
trumentalizar el modelo dinamico y representar los puntos-solucion sobre el graco: se
representa la solucion (2; 2) en el eje auxiliar de coordenadas y la solucion (1; 7) en
el graco. En proporcion, los estudiantes de modelo D argumentan correctamente por
escrito que la solucion obtenida es correcta un mayor numero de veces, y asimismo, estos
estudiantes obtienen las soluciones (2; 2) y (1; 7) correctamente un mayor numero de
veces.
Las variables que miden el numero de soluciones (con parejas de valores x e y, es
decir, se interpreta la solucion como una pareja de datos) y el numero de soluciones
correctas tienen un promedio superior en este subgrupo. Por otro lado, los estudiantes
de modelo G obtendran, en proporcion, dos valores de x sin asignar un respectivo valor
a la variable y un mayor numero de veces, interpretando el sistema como una ecuacion
en una incognita.
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Variable externa: titularidad de centro
La variable externa titularidad de centro toma dos valores: publico (P) y concertado
(C). Por un lado, pP hace referencia a la proporcion de estudiantes de centros publicos
que realizaron la tarea T1. En total, se trata de nP = 121 estudiantes. Por otro lado,
pC hace referencia a la proporcion de estudiantes de centros concertados que realizaron
la tarea T1. En total, se trata de nC = 27 estudiantes.
Se realiza entonces el contraste:
H0 : pP = pC
H1 : pP 6= pC
Se descarta realizar el contraste en el caso de las variables A1, A2, B1, B3, B4, B5,
B7, B8, B9, B10, B11, B12, C2, C3, C11, C12 y C13, es decir: a pesar de que la muestra
reune las condiciones para el contraste, dado que es mayor que 25 individuos, el producto
entre la proporcion obtenida (pi o pi
c) y el numero de sujetos de la clase (ni) es inferior
a 5.
A1 : pP
c  nP = 3;025 < 5
A2 : pC  nC = 0;999 < 5
B1 : pP
c  nP = 3;025 < 5
B3 : pC  nC = 0;999 < 5
B4 : pC  nC = 0;999 < 5
B5 : pC  nC = 0;999 < 5
B7 : pP  nP = 4;961 < 5
B8 : pC  nC = 0;000 < 5
B9 : pP  nP = 3;993 < 5
B10 : pC
c  nC = 4;995 < 5
B11 : pP  nP = 2;057 < 5
B12 : pC  nC = 0;999 < 5
C2 : pP  nP = 3;993 < 5
C3 : pP  nP = 3;025 < 5
C11 : pP  nP = 3;025 < 5
C13 : pC  nC = 1;998 < 5
Se realiza el contraste para el resto de variables analizadas sobre la muestra. El con-
traste realizado sobre las variables B6 y C6, no da muestra de una diferencia signicativa
entre las proporciones obtenidas en cada caso. No hay una evidencia estadsticamente
signicativa entre las proporciones de uno u otro subgrupo, por lo que se acepta la
hipotesis nula (tabla 7.24).
Tabla 7.24: Titularidad en T1: se acepta la hipotesis nula.
Var pP pC es Z p
B6 46 9 0;1009 0;4553 0;6489
C6 26 10 0;1002  1;7028 0;0886
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
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En el caso de las variables B2, C1, C4, C5, C6, C7, C8, C9, C10 y C12, el contraste
bilateral da como resultado el rechazo de la hipotesis nula. Existe, en este caso, una
diferencia estadsticamente signicativa entre ambas proporciones (tabla 7.25).
Tabla 7.25: Titularidad en T1: se rechaza la hipotesis nula.
Var pP pC es Z p
B2 80 10 0;1024 2;7986 0;0051
C1 110 19 0;0917 2;8847 0;0039
C4 91 10 0;1009 3;8522 0;0001
C5 86 9 0;0996 3;6984 0;0002
C7 90 10 0;1011 3;748 0;0002
C8 86 9 0;0996 3;6984 0;0002
C9 93 11 0;1020 3;7127 0;0002
C10 91 10 0;1009 3;8522 0;0001
C12 15 14 0;1007  4;6702 0;000
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
7.3.6. Resultados de la tarea T2
En la manipulacion previa a la representacion graca y a la resolucion algebraica, la
mayora de los estudiantes (73%) obtiene sin errores la expresion explcita en la tarea
T2 (variable A1). A pesar de que en este primer paso no se solicita a los estudiantes
la resolucion algebraica del sistema de ecuaciones, el 2% de los estudiantes se adelanta
a la consigna y resuelve el sistema directamente en la primera entrada de la plantilla
(variable A2). Al igual que en la tarea T1, estos estudiantes no hacen caso a la consigna, y
ejecutan la tarea a partir de un procedimiento algebraico previamente institucionalizado
en el aula (tabla 7.26).
Tabla 7.26: Obtencion de la expresion explcita en T2.
Var % (1)
A1 73,0
A2 2,0
En la gura 7.11, se puede observar el tipo de errores que cometen los estudiantes a la
hora despejar variables en expresiones algebraicas con coecientes racionales, asociados
a la variable A1. En la resolucion de un sistema de ecuaciones, cometer un error al
manipular los coecientes racionales, implica resolver un sistema no equivalente. En
este caso, el estudiante equivoca los signos de los coecientes en ambas ecuaciones. Sin
embargo, el estudiante obtiene soluciones que valora por coherentes dentro del nuevo
sistema. Se observa, asimismo, la presencia de la variable A2: en la primera entrada
de la plantilla, el estudiante sustituye directamente la segunda ecuacion en la primera,
igualando a 0, en lugar de presentar unicamente las ecuaciones en su forma explcita.
El objetivo y el interes de obtener la expresion explcita consiste, precisamente, en
la manipulacion del modelo dinamico y en la obtencion de la representacion graca del
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Figura 7.11: Expresion explcita incorrecta en T2.
sistema de ecuaciones. En este sentido, la produccion de la gura 7.11 es minoritaria,
pero hay estudiantes que no obtienen correctamente la graca, aun siendo correcta la
expresion explcita de la ecuacion. La mayora de los estudiantes (70,9%) manipula el
modelo dinamico, obtiene una representacion graca de la situacion y la transcribe a
la plantilla (variable B1). Cerca de la mitad de los estudiantes (48,6%) obtiene una
representacion graca que se ajusta a la situacion planteada, y transcribe correctamente
el graco en la plantilla (variable B2). Esta informacion se sintetiza en la tabla 7.27.
Tabla 7.27: Transcripcion del graco en T2.
Var % (1)
B1 70,9
B2 48,6
La plantilla carece de una escala numerica u otro tipo de escala de valores en el
sistema de ejes cartesianos. Por ello, el modelo dinamico incorpora en su dise~no un
sistema de ejes auxiliares formado por las rectas y = x e y =  x), para que estas sirvan
de referencia en la transcripcion del graco, es decir: el sistema de ejes auxiliares permite
determinar la posicion de una solucion en funcion de los signos de sus coordenadas,
y en funcion de una comparacion de los valores de sus coordenadas. As, el 14,9%
de los estudiantes instrumentaliza correctamente los ejes auxiliares para representar
la solucion ( 2; 4) en su posicion correcta (variable B3). El 21,6% de los estudiantes
instrumentaliza correctamente el graco para representar la solucion (58=9; 500=27),
en su posicion correcta (variable B4). El 10,1% de los estudiantes representa los puntos-
solucion obtenidos en la resolucion (variable B5), y utiliza este procedimiento de control
para validar el resultado (tabla 7.28).
Tabla 7.28: Instrumentalizacion del eje auxiliar en T2.
Var % (1)
B3 14,9
B4 12,8
B5 10,1
En la gura 7.12 se observa la produccion de un estudiante que instrumentaliza la
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representacion graca para validar el resultado obtenido. En la primera entrada de la
plantilla, debajo de las expresiones explcitas de las ecuaciones, se puede ver la trans-
formacion de los coecientes racionales: de fraccion a decimal aproximado. Esta trans-
formacion es necesaria para manipular el modelo dinamico. En la tercera entrada de la
plantilla, el estudiante realiza las operaciones sobre las fracciones, y presenta la aproxi-
macion decimal del resultado. Ademas, se argumenta en texto de color rojo la ubicacion
de la segunda solucion, fuera de los margenes de la vista graca: \La solucion es posible
(el segundo punto no entra, pero si se continua, aparecera)."
Figura 7.12: Representacion de puntos en T2.
Una vez realizan la transcripcion de los resultados, la consigna solicita de los estu-
diantes la redaccion de una argumentacion que justique la coherencia entre el resul-
tado numerico y la representacion graca. Al cruzar la correccion de la solucion con la
correccion de la argumentacion, se obtienen cuatro casos posibles, es decir, que la argu-
mentacion realizada puede ser correcta o incorrecta, y a su vez, la solucion propuesta
por el estudiante puede ser correcta o incorrecta.
En la tarea T2, la mayora de los estudiantes (64,9%) no realiza argumentacion al-
guna (esta respuesta se corresponde con el valor (0; 0; 0; 0)en la 4-tupla formada por las
variables B6{B9). Solamente el 31,1% de los estudiantes realiza una instrumentaliza-
cion del modelo dinamico y de la representacion graca para comprobar el resultado
(variable B10). El 16,2% argumenta correctamente que la solucion obtenida es correcta
(variable B6), mientras que el 11,5% argumenta correctamente que la solucion obtenida
es incorrecta (variable B7).
El 7,4% de los estudiantes intenta instrumentalizar el modelo dinamico y la repre-
sentacion graca, pero no consigue hacerlo correctamente: el 5,4% argumenta que la
resolucion es correcta, pese a que no lo es, es decir, la comprobacion es incoherente
(variable B8); el 2,0% de los estudiantes resuelve correctamente la tarea por el proce-
dimiento algebraico, y sin embargo, argumenta por escrito que la solucion obtenida es
incorrecta (variable B9). Estos resultados se indican en la tabla 7.29.
En la gura 7.13 se observa el ejemplo de una resolucion correcta en la tarea T2,
que caracteriza la variable B6. El estudiante realiza las operaciones sobre coecientes
racionales fraccionarios. A continuacion, transforma los coecientes a su representacion
decimal, para instrumentalizar el modelo dinamico. A pesar de que la transcripcion
de la vista graca se realiza a mano alzada, y no es exacta, es suciente para que el
estudiante valide su solucion con una argumentacion correcta: \S, tiene sentido, los
puntos se ajustan a la parabola".
Se observa, en otras producciones, que el estudiante no es capaz de transformar
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Tabla 7.29: Instrumentalizacion de la vista graca en T2.
Solucion Argumentacion correcta
correcta S No
S 16,2%(Var: B6) 5,4%(Var: B8)
No 11,5%(Var: B7) 2,0%(Var: B9)
El 64,9% no realiza argumentacion alguna:
(B6; B7; B8; B9) = (0; 0; 0; 0)
Figura 7.13: Argumentacion correcta en T2.
los coecientes a su representacion decimal. En la gura 7.14, el estudiante obtiene
correctamente la expresion explcita de las ecuaciones; sin embargo, al no transformar
los coecientes fraccionarios, no es capaz de obtener correctamente la representacion
graca del sistema. Aun y todo, argumenta correctamente la existencia de un error en
su produccion: \No se en que he fallado, pero no coinciden las soluciones".
Figura 7.14: No transforma los coecientes en T2.
La variable B11, estudiada en la tarea T1, no tiene presencia alguna en la tarea
T2. Ademas, en algunos casos, persiste la necesidad de tabular listas de puntos para
cerciorarse de que las cantidades van alineadas. Es decir, el 5,4% de los estudiantes
escala los ejes de coordenadas y tabula una lista de puntos para representar la recta
(variable B12). En estos casos, los estudiantes interpretan las parejas de valores desde
un punto de vista funcional, pero para ellos la nocion de linealidad no es operativa. Todos
estos resultados se sintetizan en la tabla 7.30. La gura 7.15 muestra el ejemplo de una
produccion en la que el estudiante requiere de una escala numerica para cerciorarse de
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que la solucion que aporta es se ajusta a la vista graca.
Tabla 7.30: Comportamientos numericos en T2.
Var % (1)
B11 0,0
B12 5,4
Figura 7.15: No transforma los coecientes en T2.
En la consigna que reciben los estudiantes, se les sugiere la utilizacion del metodo de
igualacion como tecnica para la resolucion de la tarea. La mayor parte de los estudiantes
(76,1%) sigue las indicaciones y resuelve el sistema por este metodo (variable C1). Aun
y todo, hay estudiantes que preeren el metodo de reduccion (variable C2; 1,4%) o el
metodo de sustitucion (variable C3; 2,0%). Estos resultados se resumen en la tabla 7.31.
Tabla 7.31: Metodos de resolucion en T2.
Var % (1)
C1 76,1
C2 1,4
C3 2,0
Al igual que la en tarea T1, el sistema propuesto en la tarea T2 tiene dos solucio-
nes, estas son ( 2; 4) y (58=9; 500=27). El 27,0% de los estudiantes obtiene ambas
soluciones correctamente. Hay tambien estudiantes que solo obtienen una unica solucion
correctamente: el 29,1% de los estudiantes obtiene correctamente la solucion ( 2; 4)
(variable C4), mientras que el 27,7% obtiene correctamente la solucion (58=9; 500=27)
(variable C5). En la gura 7.16 se presenta un diagrama de Venn-Euler que representa
el resultado descrito.
Al igual que en la tarea T1, cerca de una cuarta parte de los estudiantes obtiene
valores de la variable independiente x que no utiliza, a continuacion, para obtener los
respectivos valores de la variable dependiente y. El 25,7% de los estudiantes obtiene
dos valores de x, pero no realiza ninguna otra accion con estos valores (variable C6).
Para estos estudiantes, resolver el sistema consiste en resolver una ecuacion en una
variable, y no interpreta la solucion como una pareja de datos. La tabla 7.32 sintetiza
estos resultados.
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Figura 7.16: Soluciones correctas, tarea T2.
Tabla 7.32: Resoluciones correctas en T2.
Var % (1)
C4 29,1
C5 27,7
C6 25,7
El 39,2% de los estudiantes obtiene dos soluciones, es decir, dos soluciones con sus
respectivos valores x e y (variable C7). En el 27,0% de los casos ambas soluciones son
correctas (variable C8). El 41,2% de los estudiantes obtiene al menos una solucion, con
sus respectivos valores x e y (variable C9). En el 29,7% de los casos, la solucion que se
presenta es correcta (variable C10). La tabla 7.33 sintetiza estos resultados.
Tabla 7.33: Numero de soluciones en T2.
Var % (1)
C7 39,2
C8 27,0
C9 41,2
C10 29,7
Los estudiantes disponen de dos metodos para comprobar la solucion que aportan. En
primera lugar, pueden instrumentalizar el modelo dinamico y la representacion graca
7.29. Por otro lado, pueden emplear algun procedimiento aritmetico o algebraico para
comprobar la solucion. En este sentido, a diferencia de la tarea T1, en la tarea T2 ningun
estudiante comprueba la solucion numerica del resultado a partir de metodos aritmeticos
o algebraicos (varibale C11; 0,0%). A pesar de la ausencia de una comprobacion de
los calculos, cerca de un tercio de los estudiantes (31,1%) comete errores algebraicos
y aritmeticos en la resolucion (variable C12). Aun y todo, y a pesar de los errores
cometidos, se observa un claro nivel 3 de algebrizacion en todas las resoluciones. Ademas,
el 20,9% de los estudiantes, a pesar de que obtiene valores de x e y en la solucion, no
interpreta la solucion algebraica como una pareja de datos, es decir, como un punto en
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el plano (variable C13). La tabla 7.18 resume estos resultados.
Tabla 7.34: Validacion, errores e interpretacion en T2.
Var % (1)
C11 0,0
C12 31,1
C13 20,9
La gura 7.17 muestra una produccion en la que las operaciones sobre el conjunto
de numeros racionales conducen a errores aritmeticos y algebraicos.
Figura 7.17: Errores aritmeticos y algebraicos en T2.
7.3.7. Resultados de la tarea T3
Al igual que la tarea T2, T3 requiere del empleo del campo numerico racional para
manipular la ecuacion implcita, obtener la ecuacion explcita y aplicar el metodo de
igualacion. Asimismo, la solucion pertenece al campo numerico racional. Sin embargo,
la dicultad objetiva de la tarea T3 es inferior a la tarea T2, dado que las cantidades
que se requieren manipular en la tarea T3 son fracciones usuales en el contexto escolar
(del tipo 12 o
3
2). A pesar de ello, una cuarta parte de los estudiantes deja en blanco la
tarea.
Debido, sobre todo, a esta ausencia de resolucion, la tasa de exito es, en comparacion
con las tareas T1 y T2, inferior en todas las variables internas. As, el 65,5% de los
estudiantes obtiene la expresion explcita sin errores (variable A1) y ninguno de ellos
resuelve el sistema directamente sobre la primera casilla de la plantilla (variable A2).
La tabla 7.35 resume estos porcentajes.
Tabla 7.35: Obtencion de la expresion explcita en T3.
Var % (1)
A1 65,5
A2 0,0
Por un lado, los coecientes son asequibles para resolver el sistema por un procedi-
miento algebraico. Por otro lado, el estudiante apura los ultimos minutos. As, algunos
estudiantes desisten de manipular el modelo dinamico y se observan resoluciones en las
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que los estudiantes resuelven el sistema sin representan el graco antes (gura 7.18).
As, solo el 47,3% de los estudiantes transcribe el graco a mano alzada en la plantilla
(variable B1). En el 39,9% de los casos, el graco transcrito se corresponde con el graco
real (variable B2). La tabla 7.36 resume estos valores.
Tabla 7.36: Transcripcion del graco en T3.
Var % (1)
B1 47,3
B2 39,9
Figura 7.18: Ausencia de representacion graca en T3.
Aun en el caso de que el estudiante utilice el modelo dinamico y transcriba la graca
en la plantilla, la instrumentalizacion del modelo sigue siendo baja, en comparacion con
las tareas T1 y T2. As, el 16,9% de los estudiantes instrumentaliza el eje auxiliar para
representar las soluciones del sistema (variables B4 y B5). En el 6,8% de los casos, el
estudiante comprueba la solucion representando las coordenadas del punto en el graco
(variable B6). En la tabla 7.37 se sintetizan estos valores.
Tabla 7.37: Instrumentalizacion del eje auxiliar en T3.
Var % (1)
B3 16,9
B4 16,9
B5 6,8
El porcentaje de estudiantes que no realiza argumentacion alguna sobre la validez del
resultado es superior a las tareas T1 y T2. As, el 72,3% de los estudiantes no argumen-
ta la validez del resultado (resultado (0; 0; 0; 0) en la 4-tupla formada por las variables
B6{B9). El 18,9% de los estudiantes argumenta correctamente la validez del resultado,
siendo este correcto (variable B6). El 5,4% instrumentaliza correctamente el modelo
dinamico, argumentando correctamente la existencia de un error en la resolucion, en
base a una incoherencia entre la resolucion algebraica y la vista graca (variable B7).
El 3,4% de los estudiantes piensa que la solucion que aporta es correcta, pero comete
un error en su argumentacion (variable B8). A diferencia de las tareas T1 y T2, ningun
estudiante argumenta incorrectamente una supuesta incoherencia en la resolucion que
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aporta (variable B9). La tabla 7.38 resume estos resultados. Ya sea por una argumen-
tacion escrita o por una representacion pictorica en el soporte graco, el 28,4% de los
estudiantes realiza una instrumentalizacion del modelo dinamico y de la representacion
graca para comprobar su resultado (variable B10).
Tabla 7.38: Instrumentalizacion de la vista graca en T3.
Solucion Argumentacion correcta
correcta S No
S 18,9%(Var: B6) 3,4%(Var: B8)
No 5,4% (Var: B7) 0,0%(Var: B9)
El 72,3% no realiza argumentacion alguna:
(B6; B7; B8; B9) = (0; 0; 0; 0)
Ningun estudiante escribe la solucion sobre el graco sin realizar una interpretacion
puntual del resultado (variable B11) y el porcentaje de estudiantes que escala los ejes
de coordenadas para tabular puntos en la representacion graca es anecdotica (variable
B12). La tabla 7.39 sintetiza estos resultados.
Tabla 7.39: Comportamientos numericos en T3.
Var % (1)
B11 0,0
B12 3,4
En la gura 7.19 se puede observan una resolucion-tipo correcta en la que el estu-
diante representa gracamente el resultado y lo interpreta para argumentar la ausencia
de una segunda solucion: \Esta bien, solo pasa por un punto". El estudiante comete un
error aritmetico anecdotico, en la suma nal: 1 + 0; 5 = 1; 05.
Figura 7.19: Argumentacion correcta en T3.
El 56,8% de los estudiantes resuelve el sistema por el metodo de igualacion, siguiendo
la consigna de la tarea (variable C1). Por ejemplo, en la resolucion mostrada en la gura
7.19 se ha utilizado el metodo de igualacion. Ningun estudiante resuelve por el metodo
de reduccion (variable C2), y el porcentaje de estudiantes que resuelve el sistema por el
metodo de sustitucion es anecdotico (variable C3; 1,4%). La tabla 7.40 sintetiza estos
resultados.
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Tabla 7.40: Metodos de resolucion en T3.
Var % (1)
C1 56,8
C2 0,0
C3 1,4
El sistema propuesto en la tarea T3 solo tiene una solucion. Los estudiantes argu-
mentan por diversos medios la duplicidad de la solucion, es decir, la ausencia de una
segunda solucion. Por ejemplo, un estudiante utiliza la nocion discriminante en su argu-
mentacion (gura 7.20). Por regla general, los estudiantes emplean el lenguaje natural
para justicar la ausencia de una segunda solucion.
Figura 7.20: Comprobacion por discriminante en T3.
El 29,1% de los estudiantes obtiene la unica solucion del sistema, es decir, el punto
(1; 3=2) (variable C4). En lo que reere a la unicidad de la solucion, el 29,7% de los
estudiantes justica, utilizando el lenguaje natural o cierta codicacion simbolica, la
duplicidad de la solucion obtenida, o la ausencia de una segunda solucion (variable C5).
Ademas, el 17,6% de los estudiantes obtiene unicamente un valor (correcto o incorrecto)
o dos valores (alguno de ellos incorrecto) de la variable x, y no presenta en su produccion
el correspondiente valor de y, es decir, no presenta una pareja de datos ni realiza ninguna
reexion sobre el caracter puntual de la solucion. La tabla 7.41 resume estos resultados.
Tabla 7.41: Resoluciones correctas en T3.
Var % (1)
C4 29,1
C5 29,7
C6 17,6
En cuanto al numero de soluciones obtenidas, el 30,4% de los estudiantes presenta
dos soluciones (variable C7); se tiene en cuenta aqu la duplicidad de la solucion, es
decir, la indicacion explcita del estudiante de la ausencia de una segunda solucion.
Estas dos soluciones son correctas en un 27,0% de los casos (variable C8). El 33,1% de
los estudiantes obtiene una unica solucion (variable C9). La unica solucion presentada es
correcta en un 31,8% de los casos (variable C10). La tabla 7.42 sintetiza estos resultados.
Los calculos aritmeticos y algebraicos en la tarea T3 se ejecutan sobre valores numeri-
cos sencillos. El porcentaje de estudiantes que comprueban los resultados obtenidos por
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Tabla 7.42: Numero de soluciones en T3.
Var % (1)
C7 30,4
C8 27,0
C9 33,1
C10 31,8
metodos aritmeticos o algebraicos es anecdotico (variable C11; 0,7%). El 12,8% de los
estudiantes comete errores algebraicos y aritmeticos en la resolucion de la tarea (variable
C12), y solamente el 15,5% de los estudiantes interpreta la solucion algebraica obtenida
como una pareja de datos (variable C13). La tabla 7.43 resume estos resultados.
Tabla 7.43: Validacion, errores e interpretacion en T3.
Var % (1)
C11 0,7
C12 12,8
C13 15,5
7.3.8. Variables internas en las tareas T4-T5
Las variables externar e internas del estudio son dicotomicas. Las variables inter-
nas se han organizado en tres grupos, \A", \B" y \C", para indicar, respectivamente,
comportamientos relativos a la obtencion de la expresion explcita y a la prevalencia
algebraica en la resolucion (A), comportamientos relativos a la instrumentalizacion del
soporte empleado (B), y comportamientos relativos a la resolucion algebraica (C).
En las tareas T1, T2 y T3, las variables del grupo \B" miden la instrumentalizacion
del modelo dinamico por parte del estudiante. En su lugar, las variables del grupo
\BN" miden la instrumentalizacion que el estudiante hace de la representacion graca
construida a partir de una tabla de valores. Es decir, las variables BN1{BN12 miden los
comportamientos relativos a la transcripcion de informacion de un soporte a otro, y la
instrumentalizacion que el estudiante hace de un mismo soporte, es decir, por un lado,
la tabla de valores y la representacion graca, y por otro, la expresion algebraica.
Con esta notacion, los grupos de variables \A" y \C" son iguales para todas las
tareas, T1, T2, T3, T4 y T5. Sin embargo, se emplea distinto soporte material, por un
lado, en las tareas T1, T2 y T3, y por otro, en las tareas T4 y T5. As, el signicado
de las variables del grupo \B" diere, y se cambian por ello por las variables del grupo
\BN".
La tabla 7.45 recoge las variables que modican su signicado para ajustarlo al nuevo
soporte. Ademas, en la tabla 7.44 se numeran las soluciones de las tareas T4 y T5.
Tabla 7.44: Numeracion de las soluciones en las tareas T4-T5.
Tarea Solucion 1 Solucion 2
T4 (2; 2) (4; 10)
T5 (0; 2) (7=3; 22=3)
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Tabla 7.45: Signicado de las variables internas \BN".
Var Signicado
BN1
(1) Tabula correctamente los valores en la tabla.
(0) Comete errores en la tabulacion de la tabla.
BN2
(1) Construye el graco punto por punto.
(0) Deja en blanco la representacion graca.
BN3
(1) El graco construido se corresponde con el graco real.
(0) El graco costruido no se corresponde con el graco real.
BN4
(1) Comprueba la solucion representando los puntos-solucion en el graco.
(0) No modica la representacion graca para representar los puntos-solucion.
BN5*
(1) La solucion obtenida es correcta, y en su discurso,
el estudiante argumenta correctamente que es correcta.
(0) No argumenta por escrito, la argumentacion es incorrecta o la solucion es
incorrecta.
BN6*
(1) La solucion obtenida es incorrecta, y en su discurso, el estudiante
argumenta correctamente la imposibilidad de que sea correcta.
(0) No argumenta por escrito, la argumentacion es incorrecta
o la solucion es correcta.
BN7*
(1) La solucion obtenida es correcta, pero en su discurso, el estudiante argu-
menta
que es incorrecta (argumentacion incorrecta).
(0) No argumenta por escrito, la argumentacion es correcta o la solucion
es incorrecta.
BN8*
(1) La solucion obtenida es incorrecta, pero en su discurso, el estudiante
argumenta que es correcta (argumentacion incorrecta).
(0) No argumenta por escrito, la argumentacion es correcta
o la solucion es correcta.
BN9
(1) Obtiene la solucion 1 en ambas tablas.
(0) Obtiene la solucion 1, a lo sumo, en una tabla.
BN10
(1) Obtiene la solucion 2 en ambas tablas.
(0) Obtiene la solucion 2, a lo sumo, en una tabla.
BN11
(1) Resalta las soluciones coincidentes de la tabla, en la tabla o en el texto.
(0) En caso de obtener resultados coincidentes, no las resalta
en la tabla ni en el texto.
BN12
(1) Realiza una instrumentalizacion de la tabla o de la representacion graca
para comprobar el resultado.
(0) No representa los puntos-solucion en el plano, no realiza una argumentacion
correcta por escrito y no resalta soluciones coincidentes en la tabla.
BN13
(1) La instrumentalizacion de la tabla o de la representacion graca es correcta.
(0) El estudiante representa los puntos-solucion en el plano o resalta
soluciones coindicidentes en la tabla, y no comete errores
en la argumentacion escrita.
BN14
(1) Escribe la solucion como valor numerico sobre el graco.
(0) No escribe la solucion o la representa como un punto en el plano.
(*) Atendiendo a las variables BN6{BN9, la ausencia de una argumentacion escrita
en la resolucion queda reejada en el vector (BN5; BN6; BN7; BN8) = (0; 0; 0; 0).
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7.3.9. Resultados de la tarea T4
En la sesion en aula ordinaria se trabajan dos situaciones, en lugar de tres. Se reduce
el numero de tareas en comparacion a la sesion en aula de ordenador, porque se estima
que el estudiante necesita dedicar cierto tiempo a tabular los valores numericos de los
puntos en la representacion graca. Aun y todo, y tal como ocurre tambien en la sesion
en aula de ordenador, la tasa de realizacion de la tarea T4 es superior a la de la tarea
T5. As, el 89,2% de los estudiantes obtiene la expresion explcita sin errores (variable
A1), y el 4,7% de los estudiantes resuelve el sistema directamente en la primera entrada
de la plantilla de resolucion (variable A2). La tabla 7.46 sintetiza estos resultados.
Tabla 7.46: Obtencion de la expresion explcita en T4.
Var % (1)
A1 89,2
A2 4,7
En el ejemplo de la gura 7.21 se observa la prevalencia algebraica en la tarea T4.
El estudiante realiza los calculos algebraicos que requiere la resolucion, directamente en
la entrada de la plantilla destinada a obtener la expresion explcita de las ecuaciones
del sistema. Complementa los calculos de la resolucion algebraica con una constatacion
de que los valores en las tablas 1 y 2 son identicos. Esta constatacion se remarca con
una con una echa. Por ultimo, en el espacio de la plantilla destinado a los calculos
algebraicos, estudiante comprueba los calculos que ha realizado previamente y a~nade
una argumentacion a su propuesta de resolucion. El estudiante sigue en este ultimo
paso la consigna del docente, y emplea una marcador de distinto color. El estudiante
intenta construir el graco a mano alzada, pero el graco carece de rigor y no se puede
instrumentalizar.
Figura 7.21: Prevalencia algebraica en T4.
A diferencia de las tareas T1, T2 y T3, en las tareas T4 y T5 el estudiante no
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tiene a mano un modelo dinamico para asistir la resolucion del sistema. En su lugar,
se solicita al estudiante que tabule dos listas de puntos, una para cada funcion, para
poder representar el graco. El 89,2% de los estudiante tabula correctamente los valores
en las tablas (variable BN1). A continuacion, el 87,8% de los estudiantes construye el
graco con los datos obtenidos en las tablas (variable BN2). Sin embargo, solo la mitad
de los estudiantes (48,0%) consigue un graco que se ajusta a la situacion real planteada
(BN3). La tabla 7.47 resume estos resultados.
Tabla 7.47: Transcripcion del graco en T4.
Var % (1)
BN1 89,2
BN2 87,8
BN3 48,0
El ejemplo de la gura 7.22 muestra la produccion de un estudiante que no ha
conseguido una representacion graca correcta, a pesar de haber obtenido la expresion
explcita de las ecuaciones y de haber tabulado correctamente los valores en las tablas.
Este error no permite instrumentalizar la representacion graca para validar el resultado
algebraico obtenido.
Figura 7.22: Error de representacion graca en T4.
En el ejemplo de la gura 7.22, se observa que el estudiante comprueba la solucion
algebraica obtenida representando los puntos-solucion en el graco (variable BN4). El
estudiante resalta en color rojo los puntos de interseccion de las curvas, haciendo no-
tar que sus coordenadas concuerdan con los resultados numericos obtenidos. El 16,2%
de los estudiantes realiza esta accion en su resolucion, que permite validar el resultado
obtenido. La validacion puede ser tanto pictorica como verbal. Otros estudiantes argu-
mentan por escrito, utilizando el lenguaje natural, la concordancia de la solucion con la
representacion graca.
As, cerca de la mitad de los estudiantes realiza una argumentacion correcta sobre
la coherencia del resultado. El 40,5% de los estudiantes argumenta correctamente por
escrito que la solucion obtenida es correcta (variable BN5). El 4,7% de los estudiantes
argumenta correctamente por escrito que la solucion obtenida es incorrecta (variable
BN6). La argumentacion del estudiante no es correcta en todos los casos. El 10,8%
de los estudiantes asegura haber obtenido la solucion correcta, pero su argumentacion
es incorrecta (variable BN7). Por ultimo, el 5,4% de los estudiantes argumenta haber
obtenido una solucion incorrecta, siendo esta argumentacion erronea (variable BN8). En
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la tabla 7.48 se sintetizan estos datos. La 4-tupla (BN5; BN6; BN7; BN8) = (0; 0; 0; 0)
caracteriza a los estudiantes que no realizan ninguna argumentacion, ni pictorica ni
verbal.
Tabla 7.48: Instrumentalizacion de la vista graca en T4.
Solucion Argumentacion correcta
correcta S No
S 40,5%(Var: BN5) 10,8%(Var: BN7)
No 4,7% (Var: BN6) 5,4% (Var: BN8)
El 38,6% no realiza argumentacion alguna:
(BN5; BN6; BN7; BN8) = (0; 0; 0; 0)
En el ejemplo de la gura 7.23 se pueden observar dos propuesta de resolucion a la
tarea T4. El primer estudiante realiza correctamente todos los pasos de la resolucion:
obtiene la expresion explcita de las ecuaciones, tabula los valores de las funciones, repre-
senta el graco y resuelve por el metodo de igualacion. Una vez organiza la informacion
numerica, el estudiante es capaz de validar positivamente su propuesta de resolucion:
\La graca s que concuerda, porque se cruzan en (2; 2) y parece que se volveran a
cruzar, que en este caso sera (4; 10)". El segundo estudiante comete errores aritmeticos
y algebraicos en todos los pasos de la resolucion. La expresion explcita, la tabulacion de
valores, el graco y la resolucion algebraica no son coherentes. El estudiante es capaz de
reconocer la incoherencia de su propuesta, y la validacion es negativa: \No me coinciden
porque no me han salido bien las cuentas".
El sistema de la tarea T4 tiene dos soluciones, estas son, (2; 2) y (4; 10). Ademas
de la representacion graca, la plantilla de resolucion permite obtener estas soluciones
en las tablas de valores. Los estudiantes que obtienen la misma pareja de valores en la
tabulacion de los datos, tienen a mano la evidencia de una solucion del sistema. Por un
lado, el 83,8% de los estudiantes obtiene la solucion (2; 2) en ambas tablas (variable
BN9). Por otro lado, el 47,3% de los estudiantes obtiene la solucion (4; 10) en ambas
tablas (variable BN10). En menor medida, los estudiantes resaltan explcitamente las
soluciones coincidentes en las tablas (20,9%; variable BN11). La explicitacion de las
soluciones coincidentes se realiza bien en la tabla, en la representacion graca o en el
texto (tabla 7.49).
Tabla 7.49: Soluciones coincidentes en tablas en T4.
Var % (1)
BN9 83,8
BN10 47,3
BN11 20,9
En el ejemplo de la gura 7.24 se observa una produccion en la que el estudiante ob-
tiene las 2 soluciones por coincidencia en las tablas de valores. La representacion graca,
la resolucion algebraica y la argumentacion que presenta el estudiante son incompletas:
\Coincide, me sale bien en la graca [en alusion a la tabla] y en la solucion algebraica".
Sin embargo, el estudiante esta seguro de que presenta dos soluciones correctas, a partir
de la tabulacion de valores.
De esta forma, atendiendo a las variables anteriores, se considera que el estudiante
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Figura 7.23: Argumentaciones correctas en T4.
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Figura 7.24: Soluciones coincidentes en tablas en T4.
instrumentaliza la tabla de valores o la representacion graca, siempre y cuando deje
una constancia argumental (verbal o pictorica) de un contraste entre las soluciones
algebraica y tabular/graca (tabla 7.50). El 58,8% de los estudiantes instrumentaliza
la tabla de valores o la representacion graca para comprobar el resultado (variable
BN12). En el 54,1% de los casos, la instrumentalicacion es correcta (variable BN13). De
forma anecdotica, algunos estudiantes escriben la solucion como valor numerico sobre
el graco, sin dotar a la representacion de una interpretacion puntual (variable BN14;
2,0%)
Tabla 7.50: Instrumentalizacion de la vista graca en T4.
Var % (1)
BN12 58,8
BN13 54,1
El estudiante conoce los procedimientos de resolucion de sistemas de ecuaciones.
Ademas, al inicio de la sesion, se le ha dado la consigna de utilizar el metodo de igua-
lacion, por las ventajas que este metodo tiene a la hora de instrumentalizar la vista
graca del sistema, en la tarea propuesta. En efecto, la mayora de los estudiantes hace
caso de la consigna inicial, y resuelve el sistema por el metodo de igualacion (variable
C1; 83,8%). Sin embargo, algunos estudiantes hacen caso omiso de la consigna inicial.
De forma anecdotica, unos pocos estudiantes resuelven el sistema por el metodo de
reduccion (variable C2; 2,7%) o el metodo de sustitucion (variable C3; 2,7%).
La solucion 1 se obtiene en un porcentaje ligeramente mayor que la solucion 2.
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As, el 68,9% de los estudiantes obtiene la solucion (2; 2) correctamente (variable
C4), mientras que el 64,2% de los estudiantes obtiene la solucion (4; 10) correctamente
(variable C5). La gura 7.25 muestra el correspondiente diagrama de Venn-Euler.
Figura 7.25: Soluciones correctas, tarea T4.
La tabla 7.51 muestra los porcentajes de exito en la obtencion de resultados y su
correccion. As, el 63,5% de los estudiantes obtiene dos soluciones con sus respectivos
valores x e y (variable C7). En el 61,5% de los casos, las dos soluciones son correctas
(variable C8). El 74,3% obtiene al menos una solucion con sus respectivos valores x
e y (variable C9). En el 71.6% de los casos, al menos una de las soluciones obtenidas
es correcta (variable C10). A diferencia de los estudiantes que interpretan el sistema
con dos variables, algunos estudiantes no aportan una solucion puntual al sistema, y
resuelven el sistema como si este fuera una ecuacion en una incognita. El 14,9% de los
estudiantes obtiene dos valores de la variable x, pero no asigna ningun valor a la variable
y (variable C6).
Tabla 7.51: Resoluciones correctas en T4.
Var % (1)
C4 68,9
C5 64,2
C6 14,9
C7 63,5
C8 61,5
C9 74,3
C10 71,6
Algunos estudiantes explicitan comprobaciones numericas de los calculos realizados.
As, el 6,1% de los estudiantes comprueba los resultados obtenidos por metodos aritmeti-
cos o algebraicos (variable C11). Aun y todo, el 9,5% de los estudiantes comete errores
algebraicos y aritmeticos en la resolucion (variable C12). Las manipulaciones numericas
no siempre dan como resultado representaciones puntuales de los datos. El 32,4% de los
estudiantes interpreta la solucion algebraica como una pareja de datos (variable C13).
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7.3.10. Contrastes de hipotesis en la tarea T4
Los resultados obtenidos en la seccion 7.3.9 se pueden contrastar en relacion a las
variables externas orden de ejecucion de la tarea (MD-MA, MA-MD), sexo (femenino,
masculino), modelo lingustico (euskera, castellano) y titularidad de centro (publico,
concertado).
Las variables internas describen comportamientos y son dicotomicas. Por ello, se
realiza un contraste de proporciones para comprobar si las diferencias obtenidas en las
proporciones de cada subgrupo son signicativas. Para todas ellas, se realiza un contraste
bilateral: 
H0 : p1 = p0
H1 : p1 6= p0
Variable externa: orden de ejecucion de la tarea
La variable externa orden de ejecucion de la tarea toma dos valores: MD-MA y
MA-MD. Por un lado, p(MA MD) hace referencia a la proporcion de los estudiantes
que realizaron la tarea T4 sin instruccion previa. En total, n(MA MD) = 80 estudiantes
realizaron la tarea en esta secuencia. Estos estudiantes no se han enfrentado al problema
con anterioridad y no han explorado previamente el problema con la asistencia de un
modelo dinamico. En su lugar, trabajan el sistema por primera vez en el aula ordinaria y
siguiendo una metodologa tradicional de \lapiz y papel". Por otro lado, p(MD MA) hace
referencia a la proporcion de estudiantes que realizaron la tarea T4 con una instruccion
previa. En total, n(MD MA) = 68 estudiantes realizaron la tarea en esta secuencia. Estos
estudiantes han realizado previamente las tareas T1, T2 y T3 en el aula de ordenador,
y han trabajado por tanto el procedimiento de resolucion algebraico con asistencia del
modelo dinamico.
Se realiza entonces el contraste:
H0 : p(MD MA) = p(MA MD)
H1 : p(MD MA) 6= p(MA MD)
Se descarta realizar el contraste en el caso de las variables A2, BN6, BN7, BN8,
BN14, C2, C3 y C11, es decir: a pesar de que la muestra reune las condiciones para el
contraste, dado que es mayor que 25 individuos, el producto entre la proporcion obtenida
(pi o pi
c) y el numero de sujetos de la clase (ni) es inferior a 5.
A2 : p(MD MA)  n(MD MA) = 1; 020 < 5
BN6 : p(MA MD)  n(MA MD) = 2; 000 < 5
BN7 : p(MD MA)  n(MD MA) = 2; 992 < 5
BN8 : p(MD MA)  n(MD MA) = 4;012 < 5
BN14 : p(MD MA)  n(MD MA) = 1; 020 < 5
C2 : p(MD MA)  n(MD MA) = 1; 020 < 5
C3 : p(MD MA)  n(MD MA) = 2; 992 < 5
C11 : p(MA MD)  n(MA MD) = 3; 000 < 5
Se realiza el contraste para el resto de variables analizadas sobre la muestra. El con-
traste realizado sobre las variables A1, BN1, BN2, BN3, BN4, BN5, BN9, BN10, BN11,
BN12, BN13, C1, C4, C5, C6, C7, C9, C10, C12 y C13 no da muestra de una diferen-
cia signicativa entre las proporciones obtenidas en cada caso. No hay una evidencia
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estadsticamente signicativa entre las proporciones de uno u otro subgrupo, por lo que
se acepta la hipotesis nula (tabla 7.19).
Tabla 7.52: Orden de ejecucion en T4: se acepta la hipotesis nula.
Var pMD MA pMA MD es Z p
A1 61 68 0;0543 0;8529 0;3937
BN1 61 68 0;0543 0;8529 0;3937
BN2 61 66 0;0562 1;2520 0;2106
BN3 31 39 0;0823  0;3839 0;7010
BN4 11 13 0;0608  0;0121 0;9904
BN5 28 34 0;0813  0;1626 0;8708
BN9 54 67 0;0641  0;6810 0;4958
BN10 26 43 0;0811  1;8855 0;0594
BN11 13 17 0;0661  0;3216 0;7478
BN12 41 44 0;0813 0;6491 0;5162
BN13 39 40 0;0820 0;8936 0;3715
C1 57 64 0;0632 0;6002 0;5484
C4 49 51 0;0765 1;0761 0;2819
C5 48 45 0;0783 1;7989 0;0720
C6 9 12 0;0573  0;3066 0;7591
C7 48 44 0;0784 1;9487 0;0513
C9 51 57 0;0729 0;5119 0;6087
C10 50 54 0;0749 0;7998 0;4238
C12 6 8 0;0480  0;2437 0;8074
C13 23 24 0;0769 0;4979 0;6185
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
En el caso de la variable C8, el contraste bilateral da como resultado el rechazo de
la hipotesis nula. Existe, en este caso, una diferencia estadsticamente signicativa entre
ambas proporciones (tabla 7.53).
Tabla 7.53: Orden de ejecucion en T4: se rechaza la hipotesis nula.
Var pMD MA pMA MD es Z p
C8 47 42 0;0791 2;0577 0;0396
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
Es decir, se puede armar que el subgrupo de estudiantes que realiza las tareas T1, T2
y T3 en el aula de ordenador, es decir, que trabaja de forma previa la instrumentalizacion
del modelo dinamico, obtiene de forma mas ecaz las dos soluciones algebraicas correctas
en la tarea T4. En este grupo de estudiantes, el promedio de los estudiantes que obtiene
dos soluciones con sus respectivos valores x e y, siendo estas soluciones correctas, es
signicativamente superior.
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Hay que puntualizar este resultado, haciendo notar no se da la circunstancia simetrica
en la resolucion de la tarea T1. Es decir, aquellos estudiantes que resuelven la tarea T1
despues de haber trabajado previamente el metodo de resolucion en las tareas T4 y T5,
no obtienen resultados signicativamente superiores que los estudiantes que se enfrentan
por primera vez a este tipo de tareas.
Variable externa: sexo
La variable externa sexo toma dos valores: Femenimo (F) y Masculino (M). Por
un lado, pM hace referencia a la proporcion de los estudiantes de sexo femenino que
realizaron la tarea T4. En total, se trata de nF = 63 estudiantes. Por otro lado, pM hace
referencia a la proporcion de estudiantes de sexo masculino que realizaron la tarea T1.
En total, se trata de nM = 85 estudiantes.
Se realiza entonces el contraste:
H0 : pF = pM
H1 : pF 6= pM
Se descarta realizar el contraste en el caso de las variables A1, A2, BN1, BN6, BN8,
BN14, C1, C2, C3 y C11, es decir: a pesar de que la muestra reune las condiciones
para el contraste, dado que es mayor que 25 individuos, el producto entre la proporcion
obtenida (pi) y el numero de sujetos de la clase (ni) es inferior a 5.
A1 : pF
c  nF = 3;024 < 5
A2 : pF  nF = 2;016 < 5
BN1 : pF
c  nF = 3;024 < 5
BN6 : pF  nF = 3;969 < 5
BN8 : pF  nF = 3;024 < 5
BN14 : pF  nF = 1;008 < 5
C1 : pF
c  nF = 3;024 < 5
C2 : pF  nF = 0;000 < 5
C3 : pF  nF = 1;008 < 5
C11 : pF  nF = 2;016 < 5
Se realiza el contraste para el resto de variables analizadas sobre la muestra. El
contraste realizado sobre todas las demas variables (BN2, BN3, BN4, BN5, BN7, BN9,
BN10, BN11, BN12, BN13, C4, C5, C6, C7, C8, C9, C10, C12 y C13) no da muestra de
una diferencia signicativa entre las proporciones obtenidas en cada caso. No hay una
evidencia estadsticamente signicativa entre las proporciones de uno u otro subgrupo,
por lo que se acepta la hipotesis nula (tabla 7.54).
A pesar de que el contraste bilateral da como resultado la aceptacion de la hipotesis
nula, en la mayora de las variables la proporcion de exito es superior en el subgrupo
femenino. De hecho, en el caso de las variables A1, BN1 y C1, se incumplen los requisitos
del contraste por tener el subgrupo femenino un porcentaje de exito cercano al 100% en
estas variables. Es decir, el genero femenino obtiene con mayor frecuencia la expresion
explcita sin errores, y tabula correctamente los valores en la tabla (es decir, comete
un menor numero de fallos aritmeticos y algebraicos) en la resolucion de la tarea T4.
Ademas, las producciones del genero femenino son mas homogeneas, y resuelven la tarea
aplicando el metodo de igualacion dictado por el docente en las consignas iniciales.
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Tabla 7.54: Sexo en T4: se acepta la hipotesis nula.
Var pF pM es Z p
BN2 57 71 0;0546 1;223 0;2216
BN3 29 42 0;0830  0;407 0;6840
BN4 8 16 0;0596  0;9996 0;3175
BN5 22 37 0;0806  1;0576 0;2902
BN7 9 7 0;0532 1;1721 0;2412
BN9 54 68 0;0619 0;9032 0;3664
BN10 29 41 0;0830  0;2655 0;7906
BN11 16 15 0;0687 1;1456 0;2520
BN12 38 48 0;0818 0;4690 0;6391
BN13 34 45 0;0829 0;1238 0;9014
C4 44 56 0;0774 0;5087 0;6110
C5 39 54 0;0804  0;2022 0;8397
C6 13 9 0;0609 1;6988 0;0894
C7 41 51 0;0802 0;6300 0;5287
C8 39 50 0;0812 0;3785 0;7050
C9 47 63 0;0734 0;3845 0;7006
C10 44 60 0;0761  0;0983 0;9217
C12 7 7 0;0496 0;5911 0;5545
C13 16 31 0;0757  1;4309 0;1525
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
Variable externa: modelo linguistico
La variable externa modelo linguistico toma dos valores: euskera (e) y castellano
(c). Por un lado, pe hace referencia a la proporcion de los estudiantes que realizaron la
tarea T4 en euskera. En total, se trata de ne = 79 estudiantes. Por otro lado, pc hace
referencia a la proporcion de estudiantes que realizaron la tarea T4 en castellano. En
total, se trata de nc = 69 estudiantes.
Se realiza entonces el contraste:
H0 : pe = pc
H1 : pe 6= pc
Se descarta realizar el contraste en el caso de las variables A1, A2, BN1, BN6, BN7,
BN8, BN9, B14, C1, C2, C3, C11 y C12, es decir: a pesar de que la muestra reune las
condiciones para el contraste, dado que es mayor que 25 individuos, el producto entre
la proporcion obtenida (pi o pi
c) y el numero de sujetos de la clase (ni) es inferior a 5.
A1 : pe
c  ne = 1;975 < 5
A2 : pe  ne = 3;002 < 5
BN1 : pe
c  ne = 1;975 < 5
BN6 : pe  ne = 1;975 < 5
BN7 : pc  nc = 4;968 < 5
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BN8 : pe  ne = 3;002 < 5
BN9 : pe  ne = 4;029 < 5
BN14 : pe  ne = 3;002 < 5
C1 : pe  ne = 3;002 < 5
C2 : pe  ne = 1;027 < 5
C3 : pc  nc = 4;002 < 5
C11 : pc  nc = 4;002 < 5
C12 : pe  ne = 1;975 < 5
Se realiza el contraste para el resto de variables analizadas sobre la muestra. El con-
traste realizado sobre las variables BN2, BN4 y C6, no da muestra de una diferencia
signicativa entre las proporciones obtenidas en cada caso. No hay una evidencia es-
tadsticamente signicativa entre las proporciones de uno u otro subgrupo, por lo que
se acepta la hipotesis nula (tabla 7.55).
Tabla 7.55: Modelo en T4: se acepta la hipotesis nula.
Var pe pc es Z p
BN2 73 57 0;0545 1;819 0;0689
BN4 14 10 0;0603 0;5316 0;5950
C6 13 9 0;0582 0;5821 0;5605
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
En el caso de las variables BN3, BN5, BN10, BN11, BN13, C4, C5, C7, C8, C9 y
C10, el contraste bilateral da como resultado el rechazo de la hipotesis nula. Existe, en
este caso, una diferencia estadsticamente signicativa entre ambas proporciones (tabla
7.56).
En resumen, los porcentajes de exito de las variables en la tabla 7.56 indican una
mejor resolucion y una tasa de exito mayor en el subgrupo de modelo D. Estos estu-
diantes obtienen, con un promedio superior, la correcta transcripcion del graco a mano
alzada en un promedio mayor. Una vez construido el graco, los estudiantes de modelo
D argumentan correctamente por escrito que la solucion obtenida es correcta un mayor
numero de veces. Las proporciones tambien son superiores a la hora de instrumentalizar
el modelo dinamico y representar el punto solucion (4; 10) sobre el graco. Asimismo, re-
saltan las soluciones coincidentes en la tabla o en el texto e intrumentalizan la tabla o la
representacion graca de forma correcta. En proporcion, obtienen las soluciones (2; 2)
y (4; 10) correctamente un mayor numero de veces. Las variables que miden el numero
de soluciones (con parejas de valores x e y, es decir, se interpreta la solucion como una
pareja de datos) y el numero de soluciones correctas tienen un promedio superior en este
subgrupo. Estos resultados son consistentes con las diferencias observadas en las tareas
T1, T2 y T3.
Variable externa: titularidad de centro
La variable externa titularidad de centro toma dos valores: publico (P) y concertado
(C). Por un lado, pP hace referencia a la proporcion de estudiantes de centros publicos
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Tabla 7.56: Modelo en T4: se rechaza la hipotesis nula.
Var pe pc es Z p
BN3 47 24 0;0796 3;0018 0;0027
BN5 40 20 0;0784 2;6758 0;0075
BN10 46 24 0;0798 2;8499 0;0044
BN11 25 6 0;0624 3;4228 0;0006
BN12 54 33 0;0797 2;531 0;0114
BN13 50 30 0;0806 2;4128 0;0158
C4 63 39 0;0749 3;0454 0;0023
C5 60 35 0;0770 3;193 0;0014
C7 60 34 0;0770 3;3628 0;0008
C8 59 32 0;0770 3;5302 0;0004
C9 65 45 0;0716 2;3702 0;0178
C10 64 42 0;0735 2;7115 0;0067
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
que realizaron la tarea T4. En total, se trata de nP = 121 estudiantes. Por otro lado,
pC hace referencia a la proporcion de estudiantes de centros concertados que realizaron
la tarea T4. En total, se trata de nC = 27 estudiantes.
Se realiza entonces el contraste:
H0 : pP = pC
H1 : pP 6= pC
Se descarta realizar el contraste en el caso de las variables A2, BN3, BN4, BN5, BN6,
BN7, BN11, BN14, C2, C3, C6, C8, C11 y C13, es decir: a pesar de que la muestra reune
las condiciones para el contraste, dado que es mayor que 25 individuos, el producto entre
la proporcion obtenida (pi o pi
c) y el numero de sujetos de la clase (ni) es inferior a 5
(captulo 4).
A2 : pC  nC = 1;998 < 5
BN3 : pC  nC = 4;995 < 5
BN4 : pC  nC = 1;998 < 5
BN5 : pC  nC = 1;998 < 5
BN6 : pC  nC = 0;999 < 5
BN7 : pC  nC = 0;000 < 5
BN8 : pC  nC = 1;998 < 5
BN11 : pC  nC = 3;996 < 5
BN14 : pC  nC = 0;000 < 5
C2 : pC  nC = 0;999 < 5
C3 : pC  nC = 0;000 < 5
C6 : pC  nC = 3;996 < 5
C8 : pC  nC = 4;995 < 5
C11 : pC  nC = 1;998 < 5
C13 : pC  nC = 2;997 < 5
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Se realiza el contraste para el resto de variables analizadas sobre la muestra. En todos
los casos, el contraste bilateral da como resultado el rechazo de la hipotesis nula. Exis-
te, en este caso, una diferencia estadsticamente signicativa entre ambas proporciones
(tabla 7.57).
Tabla 7.57: Titularidad en T4: se rechaza la hipotesis nula.
Var pP pC es Z p
A1 112 20 0;0876 2;7973 0;0052
BN1 114 18 0;0932 4;1682 0;000
BN2 113 17 0;0956 4;3736 0;0000
BN9 108 16 0;0987 3;8235 0;0001
BN10 63 7 0;0958 2;4599 0;0139
BN12 79 8 0;098 3;4038 0;0007
BN13 73 7 0;0953 3;2436 0;0012
C1 110 14 0;0996 4;9784 0;0000
C4 92 10 0;1007 3;9586 0;0001
C5 89 6 0;0895 5;0303 0;0000
C7 88 6 0;0897 4;9292 0;0000
C9 98 12 0;1021 3;9307 0;0001
C10 95 11 0;1017 3;9364 0;0001
C12 7 7 0;0870 3;2334 0;0012
es: valor estadstico de contraste
Z: punto de la distribucion normal (Zcalculado)
p: p-valor
7.3.11. Resultados de la tarea T5
En la resolucion de las tareas T1, T2 y T3, en sesion en aula de ordenador, se observa
un descenso en el porcentaje de estudiantes que resuelven la tarea T3, la ultima tarea
de la sesion. Este descenso es debido, posiblemente, a falta de tiempo o al cansancio.
En la resolucion de las tareas T4 y T5, en la sesion en aula ordinaria, se podra esperar
un comportamiento similar en la tarea T5. Sin embargo, el descenso en el porcentaje de
estudiantes que no resuelven la tarea T5 es inferior. Por ello, la duracion de la tarea se
ajusta en mejor medida a lo esperable en los estudiantes.
As, en la tarea T5, el 81,1% de los estudiantes obtiene la expresion explcita de
las ecuaciones del sistema sin errores (variable A1). El porcentaje de estudiantes que
resuelve el sistema directamente sobre la primera entrada de la plantilla baja hasta el
1,4% (variable A2). La tabla 7.58 resume estos resultados.
Tabla 7.58: Obtencion de la expresion explcita en T5.
Var % (1)
A1 81,1
A2 1,4
A pesar de que el porcentaje de estudiantes que resuelve la tarea T5 baja poco en
relacion al porcentaje de estudiantes que resuelve la tarea T4, se nota un descenso en
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la tasa de exito. El descenso en la correccion de las producciones se observa desde los
primeros pasos, empezando por la tabulacion de valores. As, el 63,5% de los estudiantes
tabula correctamente los valores en la tabla (variable BN1). El 71,6% de los estudiantes
construye el graco, punto por punto, utilizando los valores tabulados (variable BN2).
Sin embargo, el graco se corresponde con el graco real en el 45,3% de los casos
(variable BN3). En la tabla 7.59 se resumen estos valores, los cuales son, en todos los
casos, inferiores a los datos de la tabla 7.47.
Tabla 7.59: Transcripcion del graco en T5.
Var % (1)
BN1 63,5
BN2 71,6
BN3 45,3
Una vez construido el graco, el 7,4% de los estudiantes comprueba la solucion
obtenida, representando los puntos-solucion en el graco (variable BN4). El porcentaje
de estudiantes que presenta una solucion, pero no realiza argumentacion alguna por
escrito es del 53,5%. El resto, realiza algun tipo de argumentacion. As, el 24,3% de
los estudiantes argumenta correctamente la obtencion de una solucion que es, a su vez,
correcta (variable BN5). El 10,1% de los estudiantes argumenta correctamente que la
solucion obtenida no es coherente (variable BN6). El porcentaje de estudiantes que
comete algun error en su argumentacion es inferior. Por un lado, el 4,7% dice obtener
una solucion correcta, pero su argumentacion no esta fundamentada (variable BN7). Por
otro lado, el 7,4% de los estudiantes asegura haber obtenido una solucion equivocada, y
sin embargo, su solucion es correcta (variable BN8). La tabla 7.60 recoge estos resultados
de forma sintetica.
Tabla 7.60: Instrumentalizacion de la vista graca en T5.
Solucion Argumentacion correcta
correcta S No
S 24,3%(Var: BN5) 4,7%(Var: BN7)
No 10,1%(Var: BN6) 7,4%(Var: BN8)
El 53,5% no realiza argumentacion alguna:
(BN5; BN6; BN7; BN8) = (0; 0; 0; 0)
Se presentan, a continuacion, ejemplos de argumentaciones de estudiantes que valo-
ran las producciones que ellos mismos presentan. Se muestran argumentaciones correctas
e producciones.
Por un lado, la gura 7.26 presenta dos ejemplos de producciones de estudiantes
en las cuales se ha instrumentalizado correctamente la vista graca y la tabulacion de
valores. En la primera produccion, el estudiante argumenta correctamente la coherencia
del resultado: \Coinciden en los puntos (0; 2) y (2;b3; 7;b3). La graca concuerda con los
resultados". En la segunda produccion, el estudiante identica un error en su produccion
(obtiene dos resultados numericos distintos para la variable y, al sustituir el valor de
la variable x en una y otra funcion), tras comparar el resultado algebraico con la vista
graca: \No me coincide, por lo tanto es erroneo".
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Por otro lado, la gura 7.27 presenta dos ejemplos de producciones de estudiantes
cuya argumentacion no es correcta. En el primer ejemplo, el estudiante comete un error
algebraico. Este error provoca que la solucion 2 no sea coherente con la representacion
graca. Aun y todo, el estudiante justica su propuesta: \Yo creo que coinciden". En el
segundo ejemplo, no hay error alguno en los calculos de la resolucion algebraica. Sin em-
bargo, el estudiante asegura haber cometido algun error, donde no lo hay (posiblemente,
piensa que un resultado con fracciones no es tolerable), a pesar de que la representa-
cion graca es coherente con los valores presentados: \Uno me coincide y el otro no me
coincide".
El sistema de la tarea T5 tiene dos soluciones: (0; 2) y (7=3; 22=3). La solucion 2
presenta valores del conjunto de numeros racionales. Sin embargo, en los pasos interme-
dios de la resolucion, el estudiante no ha tenido que manipular numeros racionales. La
ecuacion implcita, las manipulaciones para obtener la ecuacion explcita, la aplicacion
del metodo de igualacion y la aplicacion de la ecuacion de segundo grado se ejecutan
sobre coecientes enteros.
A la hora de tabular los valores en la tabla, puede ocurrir que los estudiantes obtengan
el mismo valor numerico en ambas tablas. Por un lado, el 58,8% de los estudiantes
obtiene la solucion (0; 2) en ambas tablas (variable BN9). Por otro lado, el 2,0% de los
estudiantes obtiene la solucion (7=3; 22=3) en ambas tablas. El 11,5% de los estudiantes
resalta las soluciones coincidentes de la tabla, en la tabla o en el texto (variable BN11).
Tabla 7.61: Soluciones coincidentes en T5.
Var % (1)
BN9 58,8
BN10 2,0
BN11 11,5
En el ejemplo de la gura 7.28 se observa una resolucion correcta de la tarea T5. El
estudiante obtiene correctamente la expresion explcita de las dos ecuaciones, y tabula,
de esta manera, los valores de la variable dependiente, en funcion de los valores de la
variable independiente. Se observa que la ejecucion de tarea es simultanea en todas
las entradas de la plantilla. En efecto, no es \natural" que el estudiante seleccione los
valores x1 = 0 y x2 = 2; 3 en ambas tablas, en ese orden, y por azar. La tabulacion de los
valores en las tablas, la representacion graca y la resolucion algebraica se han realizado,
cuando menos, en paralelo. El estudiante utiliza, de esta forma, los tres medios de los que
dispone (tabla de valores, graco y calculos algebraicos) para comprobar los valores que
obtiene en todos los soportes. En particular, resalta los valores coincidentes en las tablas
(dado que estan en una posicion ventajosa en la tabla), resalta los puntos-solucion en
el graco (marca los puntos de interseccion en los que las curvas \se juntan"), y resalta
por escrito, en lenguaje natural, la validez del resultado: \Creo que s concuerdan los
dos puntos que he calculado".
En la gura 7.28, se resaltan los valores coincidentes de las tablas, y ademas, el
estudiante argumenta correctamente sobre la vista graca, es decir, instrumentaliza co-
rrectamente la tabla de valores y la representacion graca para validar su resultado
(variable BN12). Si se analiza el total de la muestra, el porcentaje de estudiantes que
instrumentaliza la vista graca no llega a la mitad. El 43,2% de los estudiantes instru-
mentaliza la tabla de valores o la representacion graca para comprobar el resultado.
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Figura 7.26: Argumentaciones correctas en T5
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Figura 7.27: Argumentaciones incorrectas en T5
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Figura 7.28: Soluciones coincidentes en T5.
En el 37,2% de los casos la instrumentalizacion es correcta (variable BN13). En la tabla
7.62 se sintetizan estos valores.
Tabla 7.62: Instrumentalizacion de la vista graca en T5.
Var % (1)
BN12 43,2
BN13 37,2
La utilizacion de otro metodo de resolucion que no sea el de igualacion sigue siendo
anecdotico. As, el 72,3% de los estudiantes resuelve por este metodo (variable C1); el
2,0% resuelve por el metodo de reduccion (variable C2) y el 2,0% lo hace por el de
sustitucion (variable C3). En cuanto a la soluciones obtenidas, el 48,0% obtiene correc-
tamente la solucion (0; 2) (variable C4), y el 31,1% obtiene correctamente la solucion
(7=3; 22=3) (variable C5). La gura 7.29 muestra el diagrama de Venn-Euler corres-
pondiente a las soluciones correctas 1 y 2.
En la tabla 7.63 se puede ver que el 41,2% obtiene dos soluciones con sus respectivos
valores x e y (variable C7), y en el 27,7% de los casos estas soluciones son correctas
(variable C8). El 53,4% obtiene una solucion con sus respectivos valores x e y (variable
C9), y en el 50,0% de los casos esta solucion es correcta (variable C10). Por otro lado, en
una quinta parte de las propuestas el estudiante se conforma con presentar dos valores
de la variable x, sin presentar su respectivo valor en y (variable C6).
Por ultimo, la tabla 7.64 muestra los resultados relativos a los comportamientos
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Figura 7.29: Soluciones correctas, tarea T5.
Tabla 7.63: Resoluciones correctas en T5.
Var % (1)
C4 48,0
C5 31,1
C6 19,6
C7 41,2
C8 27,7
C9 53,4
C10 50,0
numericos de validacion, a los errores cometidos y a la interpretacion del resultado.
As, el 2,0% de los estudiantes comprueba los resultados obtenidos por algun metodo
aritmetico o algebraico (variable C11). El 17,6% comete errores algebraicos a lo largo de
la resolucion (variable C12) y el 27,0% interpreta la solucion algebraica obtenida como
una pareja de datos (variable C13).
Tabla 7.64: Validacion, errores e interpretacion en T5.
Var % (1)
C11 2,0
C12 17,6
C13 27,0
7.3.12. Analisis estadstico-implicativo
La matriz de datos de las variables internas y externas de la experimentacion, permite
su analisis por medio del Analisis Estadstico Implicativo (ASI5). Se procede, a continua-
5ASI, del frances: Analyse Statistique Implicative.
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cion, al analisis del diagrama implicativo obtenido por medio del software CHIC6. En
este analisis, se cruzan todas las variables internas, correspondientes a las cinco tareas
propuestas a los estudiantes. El objetivo del analisis conjunto de las variables consiste
en relacionar una misma variable, o un conjunto de variables, en las distintas tareas. De
esta forma, el AI permite obtener informacion adicional, que complementa los resulta-
dos obtenidos previamente, tarea por tarea, y la informacion relativa a los contrastes de
hipotesis.
El elevado numero de variables en la muestra genera un diagrama de grandes dimen-
siones. Por ello, se muestran en esta seccion partes del diagrama original, para facilitar
as la presentacion de los resultados. En los diferentes diagramas, la relacion directa en-
tre variables se muestra a traves de lneas continuas, en tres niveles: relacion al 99% (en
color rojo); relacion al 95% (en color azul); y relacion al 90% (en color verde). Ademas,
las lneas discontinuas representan relaciones transitivas en las implicaciones, siguiendo
el mismo codigo de colores.
El diagrama consta de diversas partes de estructuras simples o complejas. En algunas
partes simples, se observa una relacion coherente entre las variables internas, es decir,
se observa que la variable que mide un comportamiento en una tarea determinada, tiene
vinculacion con esta misma variable en otra tarea. Esta relacion se da, principalmente,
en las distintas tareas que conforman una misma sesion. A modo de ejemplo, la gura
7.30 muestra la relacion existente entre la instrumentalizacion del eje de coordenadas
auxiliares (variable B4) en las tareas T1, T2 y T3 de la sesion en aula de ordenador (MD).
La instrumentalizacion del eje de coordenadas auxiliares en la tarea T3 implica ese mismo
comportamiento en la tarea T2. A su vez, la instrumentalizacion en la tarea T2 implica
el mismo comportamiento en la tarea T1. Ademas, existe una relacion transitiva en esta
cadena. La orientacion de la cadena, es decir, T3 ! T2 ! T1, indica un incremento
progresivo en la tasa de ejecucion y exito en las tareas, en sentido inverso: T1 ! T2 !
T3.
Figura 7.30: Coherencia en la instrumentalizacion del eje auxiliar, en la sesion MD.
Existen, pues, secciones del diagrama implicativo en los que se observa la coheren-
cia de una misma variable con respecto a una serie de tareas. Existen otros tipos de
secciones en el diagrama, que muestran otro tipo de relacion. Un conjunto de variables
puede aparecer agrupado en relacion a una tarea particular. Por ejemplo, en la gura
7.31, se observa la agrupacion de las variables que describen la correcta transcripcion del
graco (variable B2), la correcta instrumentalizacion de los ejes auxiliares para repre-
sentar las soluciones 1 y 2 (variables B3 y B4, respectivamente) y la validacion graca
del resultado (variable B5), en relacion a la tarea T1. El diagrama contiene implica-
6Acronimo de `Clasicacion jerarquica implicativa y cohesitiva" en su expresion original en frances:
Classication Hierarchique Implicative et Cohesitive.
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ciones directas y transitivas que enlazan las variables en un retculo, que indican, a su
vez, una fuerte conexion ente los comportamientos que describen las variables. As, la
obtencion correcta del graco implica, a su vez, la correcta instrumentalizacion de los
ejes de coordenadas y su validacion en la vista graca. Los estudiantes que representan
la solucion 1, representan tambien la solucion 2, y estos validan el resultado en la vista
graca.
Figura 7.31: Coherencia en la instrumentalizacion y validacion en T1.
En la gura 7.30 se muestra la relacion de la una variable (B4) consigo misma, en
un grupo de tareas (T1, T2 y T3). A su vez, en la gura 7.31 se muestra la relacion de
un grupo de variables (B2, B3, B4 y B5) en una tarea particular (T1). En partes mas
complejas del diagrama, un grupo de variables puede aparecer relacionado consigo mismo
en mas de una tareas. Por ejemplo, las variables B2, B3, B4 y B5, que aparecen aisladas
en la tarea T1, aparecen agrupadas en las tareas T2 y T3. As, en las tareas T2 y T3,
las variables que miden la correcta transcripcion del graco (B2), la instrumentalizacion
de los ejes de coordenadas (B3) y la validacion de la solucion en la vista graca (B5),
estan unidas por implicaciones directas y transitivas que forman un retculo enlazado en
forma de pentagono.
La gura 7.32 muestra la seccion del diagrama implicativo en el que se observan estas
relaciones. En el graco, la representacion de la solucion 1 en la tarea T2 implica no
solo la correccion del graco y la validacion graca de la solucion en la propia tarea T2;
implica, asimismo, la obtencion del graco, la correcta representacion de la solucion 1 y
su validacion graca en la tarea T3. Asimismo, la obtencion de la representacion graca y
la validacion graca de la solucion en la tarea T2 implica estos mismos comportamientos
en la tarea T3.
Las variables del grupo \B" describen los comportamientos relativos a la instru-
mentalizacion del modelo dinamico, y las variables del grupo \C" describen los com-
portamientos algebraicos. Existen partes del diagrama implicativo que enlazan variables
internas de los dos grupos. As, por ejemplo, en la gura 7.33, se muestra una seccion del
diagrama implicativo en el que las variables del grupo \B" que miden la argumentacion
correcta sobre la vista graca (B6 y B7) aparecen en relacion con las variables del grupo
\C" que miden la obtencion de la solucion 1 (C4), la obtencion de dos soluciones (C7)
y la obtencion de al menos una solucion (C9), en las tareas T2 y T3. En el diagrama, la
obtencion de dos soluciones en la tarea T2, implica la correcta obtencion de la solucion
1; implica, ademas, la obtencion de dos soluciones en la tarea T3, que a su vez, implica
la correcta obtencion de la solucion 1 en la tarea T2. Es decir, existe una vinculacion
en las cadenas de comportamientos de las dos tareas. En el diagrama, la argumenta-
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Figura 7.32: Instrumentalizacion y validacion cruzada en T2 y T3.
cion correcta en la tarea T2 implica la argumentacion correcta en la tarea T3, y estos
comportamientos estan vinculados, a su vez, a la correcta obtencion de la solucion 1.
Figura 7.33: Coherencia en la argumentacion y la obtencion de soluciones en T2 y T3.
En las guras 7.30, 7.31, 7.32 y 7.33 se muestran partes del diagrama implicativo que
evidencian la coherencia interna entre las variables que miden comportamientos de exito,
en relacion a la instrumentalizacion del modelo dinamico y la validacion del resultado
obtenido en la vista graca. Podra parecer que las implicaciones solo se dan entre
variables que miden comportamientos de exito. Sin embargo, esta coherencia interna se
da, tambien, en variables que miden comportamientos erroneos. Por ejemplo, en la gura
7.34, se observa que la comision de errores aritmeticos y algebraicos (variable C12) se
mantiene estable en las tareas T1, T2 y T3 y T5. Es decir, los estudiantes que cometen
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errores aritmeticos y algebraicos son reincidentes en mas de una tarea.
Figura 7.34: Coherencia en la instrumentalizacion y validacion en T1.
En las guras 7.30, 7.31 y 7.32 se ha mostrado la coherencia de las variables internas
B2, B3, B4 y B5 en las tareas T1, T2 y T3. Ademas, en la gura 7.34 se observa que
la comision de errores aritmeticos y algebraicos es tambien recurrente. Cabra pensar,
por estos resultados, que los comportamientos de los estudiantes son siempre recurrentes
en las distintas tareas. Sin embargo, existen secciones del graco implicativo en las que
se observa que los estudiantes pueden mostrar distintos comportamientos en diferentes
tareas.
En la gura 7.35, se toman como referencia las variables que miden la obtencion de
una solucion numerica repetida en la tabulacion de las tablas (BN9, solucion 1; BN10,
solucion 2; BN11, resalta las soluciones coincidentes), en las tareas T4 y T5. En el, se
pueden ver comportamientos distintos, por un lado, en las tareas T4 y T5, y por otro, en
la tarea T3. En el diagrama se puede identicar una cadena de comportamientos, en la
resolucion de las tareas T4 y T5, que tienen por origen las variable BN9, BN10 y BN11, y
que conducen a errores: errores aritmeticos y algebraicos (variable C12), presentacion de
soluciones numericas relativas a la variable x (variable C6) y argumentaciones incorrectas
(variable BN7). Sin embargo, en la tarea T3 no se han utilizado tablas tabuladas, y se
observa la presencia de la variable C8 en el diagrama.
Las variables externas \sexo", \modelo lingustico" y \titularidad de centro" estan
ausentes del diagrama implicativo. La variable externa \orden de ejecucion de la tarea"
es la unica variable externa que aparece representada en el diagrama (gura 7.36). Esta
seccion del retculo del diagrama es compleja y permite, por ello, varias lecturas:
1. Se puede observar la cadena de comportamientos relacionados con la correcta
representacion e instrumentalizacion de la vista graca y de los ejes auxiliares, en
la tarea T1, de la gura 7.30, y su vinculacion con la variable externa \orden de
ejecucion de la tarea", con una fuerte transitividad.
2. Se observa que la validacion del resultado en la vista graca en la tarea T1 im-
plica el mismo comportamiento en la tarea T4, vinculado asimismo al \orden de
ejecucion de la tarea" y a la instrumentalizacion del modelo dinamico en la tarea
T2.
3. La variable B8 mide la \argumentacion incorrecta sobre una solucion correcta",
es decir, el comportamiento por el cual el estudiante obtiene una solucion correc-
ta, pero no la identica como tal, y realiza una argumentacion equivocada para
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Figura 7.35: Uso de tablas en las tareas T4 y T5.
desacreditar su solucion. En la tarea T1, esta variable esta vinculada al orden de
ejecucion MD-MA, es decir, la secuencia MA-MD esta vinculada a una argumen-
tacion correcta.
Figura 7.36: Retculo en torno a la variable externa \orden de ejecucion de la tarea".
La variable C6 mide la obtencion de valores numericos en x, sin su correspondiente
valor en y. Este comportamiento indica que el estudiante no interpreta las ecuaciones
como partes de un sistema, ni las soluciones como puntos en el plano cartesiano. El
estudiante solamente obtiene valores numericos, y los presenta fuera del contexto graco,
sin interpretacion puntual.
La variable C6 es, pues, incompatible con las variables que miden la obtencion de dos
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soluciones (C7), la obtencion de dos soluciones correctas (C8), la obtencion de al menos
una solucion (C9) y la obtencion de al menos una solucion correcta (C10). Ademas,
la variable C6 es incompatible con las variables que identican la obtencion de la so-
lucion 1 en el sistema (C4) y la obtencion de la solucion 2 (C5). Este hecho signica
que en la matriz de valores, las 2-tuplas (C6; Ci) y (Ci; C6) nunca toman el valor (1; 1),
con i 2 f4; 5; 7; 8; 9; 10g. Sin embargo, en multitud de ocasiones, la variable C6 aparece
relacionada con estas mismas variables en el diagrama implicativo. Para que estas rela-
ciones implicativas tengan signicado, la variable de origen debe tomar, necesariamente,
el valor 0.
Por ejemplo, en la primera seccion del diagrama implicativo de la gura 7.37, se
observa la relacion T1C4 ! T1C6. Esta relacion indica que los estudiantes que no
consiguen obtener la solucion 1 del sistema en la tarea T1, presentan dos soluciones en
x. A su vez, los que consiguen instrumentalizar el eje para presentar la solucion 2 y no
presentan dos soluciones en x, llegan al nal de la resolucion y obtienen dos soluciones
correctas.
En la segunda seccion del diagrama implicativo en la gura 7.37 se observa una
situacion similar, que enlaza las resoluciones de las tareas T2, T3 y T5. Se observa el
mismo comportamiento en la tara T2: los estudiantes que no presentan dos valores de
x, son capaces de llegar al nal de la resolucion y presentan dos soluciones correctas. El
mismo diagrama enlaza las tareas T2 y T3: los estudiantes que obtienen dos soluciones
correctas en T3 presentan dos valores en x en T2. Este resultado se ajusta a lo observado
en las secciones 7.3.6 y 7.3.7, donde se observa que la tarea T3 presenta mayor porcen-
taje de exito en la muestra, debido al campo numerico empleado y a que los calculos
involucrados son asequibles. Ademas, se observa en el diagrama que los estudiantes que
obtienen correctamente la solucion 1 en la tarea T5 obtienen dos soluciones correctas en
T2 y T3.
En la seccion tres del diagrama implicativo en la gura 7.37, se vuelven a repetir
los resultados ya mencionados. En particular, se observa la relacion T3C4 ! T3C6,
observada en la tarea T1. Ademas, se observa la relacion T2B7 ! T3C6, indicando que
los estudiantes que no obtienen soluciones correctas en T2 pero son capaces de validar
su solucion como incorrecta. Estos estudiantes presentan, en la tarea T3, dos valores de
x como solucion al sistema.
Ademas, la seccion cuatro del diagrama implicativo en la gura 7.37 muestra la
relacion T4C6 ! T4B13. Es decir, en la tarea T4, la obtencion de dos valores de x
esta vinculada a la resolucion \numerica" de las tablas de valores. Las producciones
de algunos estudiantes no presentan soluciones algebraicas al sistema, aun habiendo
obtenido valores coincidentes en la tabla numerica. Estos estudiantes obtienen valores
numericos coincidentes en la tabla de valores que no identican con la solucion del
sistema, o consideran que \no es lcito" presentar una solucion en esos terminos, porque
los requerimientos del docente son otros (desajuste con el contrato didactico). En el
mismo diagrama se observa que los estudiantes que obtienen al menos una solucion en
T5 obtienen dos soluciones en T4.
En la quinta y ultima seccion del diagrama implicativo en la gura 7.37, la varia-
ble C6 vuelve a estar vinculada, en la tarea T5, a los comportamientos numericos de
resolucion con la tabla. Al igual que en la tarea T4, en la tarea T5 los estudiantes
que presentan valores numericos de x como solucion al sistema, resaltan esos valores
coincidentes en la tabla de valores, pero no identican estos valores coincidentes como
soluciones algebraicas al sistema.
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Seccion 1
Seccion 2
Seccion 3
Seccion 4
Seccion 5
Figura 7.37: Obtencion de valores de la variable x.
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Captulo 8
Analisis a posteriori
Breve resumen
En este captulo se realiza el contraste argumental entre el analisis previo y lo observado
en la experimentacion. Los resultados obtenidos son coherentes con otros resultados an-
teriores del autor y de otros autores, y permiten realizar lecturas en el plano sociologico,
pedagogico y didactico. Se realiza un analisis del a idoneidad didactica del proceso de
estudio.
Laburbilduma
Kapitulu honetan aldez aurreko azterketaren eta esperimentazioaren arteko alderaketa
egiten da. Lorturiko emaitzak autorearen eta beste autore batzuen aurreko lanekin kohe-
renteak dira. Lorturiko emaitzak koherenteak dira egileak eta beste egile batzuek lorturiko
emaitzekin. Emaitzek irakurketak onartzen dituzte plano soziologikoan, pedagogikoan eta
didaktikoan. Amaitzeko, ikaskuntza prozesuaren egokitasun didaktikoaren azterketa bat
egiten da.
Short summary
In this chapter, we compare the previous analysis and the results of the experience.
The results are coherent with other results from the author and from other authors.
Furthermore, the results allow readings in sociological, pedagogical and didactical levels.
We end up with an analysis of the didactical adequacy of the learning process.
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En la seccion 5.1, se ha presentado un conjunto de tecnicas historicas que constitu-
yen una antropologa del saber \ecuaciones e inecuaciones". En los ejemplos historicos
presentados, estas tecnicas se aplican a problemas geometricos y economicos reales, que
responden a necesidades concretas de civilizaciones antiguas. El escriba explica cada
tecnica con un ejemplo, utilizando valores particulares; sin embargo, su proposito es
mostrar el potencial de la tecnica para resolver un tipo de situaciones-problemas. Es por
ello que, en los ejemplos historicos mostrados, las tecnicas se concretan con coecientes
y soluciones que pertenecen al conjunto de los numeros racionales positivos. Ademas, las
tecnicas utilizadas para resolver problemas integran tecnicas aritmeticas, geometricas y
funcionales. As, las tecnicas aritmeticas se justican sobre un esquema geometrico, o se
aplica una propiedad lineal de los sistemas de ecuaciones, en terminos de \incrementos".
Este es el caso de las tecnicas de empezar por el nal y regula falsi, discutidas en las sec-
ciones 5.1.1 y 5.1.2, y que sirven de tecnica de base o tecnica auxiliar en procedimientos
de mayor complejidad.
As pues, la integracion de los puntos de vista funcional y algebraico forma parte
de la genesis historica del conocimiento matematico. Sin embargo, a partir del analisis
del currculo vigente y de los libros de texto (seccion 5.4), se ha argumentado como la
ense~nanza actual enfatiza las tecnicas de resolucion algebraica, en detrimento de otras
nociones geometricas o funcionales. Ense~nar las tecnicas algebraicas fuera del contexto
geometrico o funcional, implica la atomizacion del conocimiento matematico y afecta a
la construccion del signicado personal. En efecto, en la seccion 3.3, se ha descrito la
forma en la que la habilidad para traducir informacion de una representacion semiotica
a otra, afecta positivamente a la construccion del signicado personal, en terminos de
conversion y tratamiento.
Los resultados obtenidos en la experimentacion (captulo 7) validan empricamente el
punto de vista teorico del modelo didactico (captulo 3). En efecto, la integracion de dos
soportes fsicos (modelo dinamico y \lapiz y papel") en la situacion propuesta afecta
en diversos aspectos a los comportamientos observados en los estudiantes. En otras
palabras, el requerimiento hecho a los estudiantes de manipular un modelo dinamico
para asistir la resolucion algebraica condiciona los comportamientos.
8.1. Discusion de los resultados
Los resultados que se presentan en el captulo 7, permiten su discusion en al menos
siete aspectos de naturaleza distinta:
Dimension sociologica y sociolingustica
1. El modelo y la titularidad de centro en las tareas T1 y T4, donde se justica
que desde la muestra de la experimentacion no es posible dar una explicacion
a la diferencia de comportamientos observados. En las cuestiones abiertas
se dan indicaciones para aclarar, en un futuro, las diferencias sociologicas
observadas en los resultados.
2. El genero en las tareas T1 y T4, donde se da una respuesta a los comporta-
miento observados, en referencia a estudios de ambito sociologico de genero.
En las cuestiones abiertas se dan indicaciones para aclarar, a futuro, las di-
ferencias de genero observadas en los resultados.
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Dimension pedagogica
3. Gestion del tiempo en la sesion MD, donde se analiza la importancia radical
de los momentos de exploracion en el progreso del signicado atribuido a los
objetos matematicos.
Dimension didactica
4. Prevalencia algebraica, donde se observa la importancia que tienen las tecni-
cas algebraicas, no solo como instrumento de control de los estudiantes dentro
del contrato didactico clasico, sino tambien como estrategia de base dentro
de un esquema de accion instrumentada previo a un momento de exploracion
con un modelo dinamico.
5. Inuencia del campo numerico, dado que la eleccion del campo numerico en
el dise~no de las distintas fases de resolucion en un problema, determina la
complejidad y el desarrollo de la tarea, y contribuye a dotar de signicado la
practica matematica.
6. Interpretacion del sistema como una ecuacion, donde se analizan los compor-
tamientos de los estudiantes que proponen soluciones numericas, en lugar de
interpretar la solucion como un punto en el plano.
7. Orden en la ejecucion de la tarea en T1 y T4, en la que se extrae informacion
de los contrastes de hipotesis sobre la inuencia del orden en las secuencias
MA{MD y MD{MA. La discusion de este resultado tiene especial relevancia,
puesto que aporta elementos para el dise~no de una secuencia de aprendizaje
eciente, desde el punto de vista de la gestion del medio didactico.
A continuacion, se procede la discusion de estos siete aspectos.
8.1.1. El modelo y la titularidad de centro en las tareas T1 y T4
El contraste de hipotesis realizado sobre las variables internas con relacion a las
variables externas \modelo lingustico" y \titularidad de centro", muestran diferencias
estadsticamente signicativas en las producciones de los estudiantes de los distintos
modelos. Sin embargo, no se deben sacar conclusiones precipitadas de estos resultados.
Los resultados obtenidos no son sucientes para valorar los distintos modelos educativos.
En efecto, la muestra utilizada en el estudio emprico es intencional, y en ella no se
han podido respetar los porcentajes relativos a los distintos segmentos de la estructura
educativa en Navarra. La ausencia de una tecnica de muestreo que respete los porcen-
tajes de estudiantes matriculados en los distintos modelos y en los centros de distinta
titularidad, hace inviable la posibilidad de obtener conclusiones al respecto.
Sin ir mas lejos, se pueden comparar las caractersticas de la muestra con los datos
de la Memoria del Curso Escolar 2013/2014 del Gobierno de Navarra (DEGN, 2014).
Segun los datos de la Memoria, las caractersticas de la matriculacion de los estudiantes
dieren en gran medida de los datos de la muestra1 (tabla 8.1).
1En la seccion 7.1 se han explicado las caractersticas de los modelos lingusticos en Navarra, de-
nominados A, D y G. Los modelos A y D son mixtos y simetricos uno del otro. Los estudiantes del
modelo A cursan todas las asignaturas en castellano, y tienen una asignatura complementaria de lengua
y literatura vasca. Los estudiantes del modelo D cursan todas las asignaturas en euskera, y tienen una
asignatura complementaria de lengua y literatura castellana. El modelo G es monolingue, en castellano.
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Tabla 8.1: Datos de matriculacion curso 2013/2014.
Sistema educativo Muestra
Titularidad publica 64,13% 81,8%
Titularidad concertada 35,87% 18,2%
Estudia ESO en modelo G 64; 85% 46,6%
Estudia ESO en modelo D 24; 63% 53,4%
* El 10,52% restante estudia en modelo lingustico A
Por todo ello, no es posible explicar las diferencias constatadas en los resultados de
la experimentacion atendiendo exclusivamente a los modelos y a las titularidades de los
centros educativos. En todo caso, las explicaciones son de tipo sociologico y responden
a aspectos como, por ejemplo, la vinculacion de docentes particulares en el empleo de
modelos dinamicos en su quehacer diario en los centros, las circunstancias sociologicas
de cada centro educativo, la motivacion y la cohesion de cada grupo de estudiantes, etc.
En particular, se puede armar que los estudiantes y los docentes que estudian en
modelo D sienten una mayor vinculacion afectiva con el sistema publico, dado que per-
tenecen a un segmento minoritario dentro del sistema educativo (un estudiante de cada
cuatro estudia en modelo D). Ademas, los centros de modelo G que mejores resultados
obtienen en pruebas de evaluacion diagnostica pertenecen a la red privada, y esta no se
ve sucientemente reejada en la muestra analizada.
8.1.2. El genero en las tareas T1 y T4
En la muestra de la experimentacion, existen peque~nas diferencias en la proporcion
entre chicos y chicas en los distintos centros educativos, y en el rendimiento de los mismos
en funcion del genero. Es decir, hay un menor numero de mujeres que de hombres, y el
rendimiento femenino es ligeramente superior al masculino, sin que esta diferencia llegue
a ser estadsticamente signicativa: los contrastes de hipotesis no permiten en ningun
caso rechazar la hipotesis nula.
A pesar de que el contraste de hipotesis que se realiza en funcion del genero no
revela diferencias signicativas entre las producciones de chicos y chicas en la muestra, las
variables que miden la tasa de exito o los fallos aritmeticos en las tareas T1{T5 muestran
siempre que el porcentaje de exito de las mujeres es superior a la de los hombres. En
particular, en las variables A1, BN1 y C1, la tasa de exito femenino ronda el 100%. De
ello se puede concluir que la diferencia observada, a pesar de no ser estadsticamente
signicativa, s es representativa de un mejor comportamiento femenino. El hecho de
que en analisis de los datos no sea concluyente se debe a:
El tama~no de la muestra. Un incremento en el tama~no de la muestra requiere de
una menor diferencia dentro de ella para que esta sea signicativa.
Los bloques de la muestra. El analisis por bloques de una muestra permite concluir
que diferencias no signicativas en los bloques de la muestra, lo son si estas se
mantienen en el conjunto de la muestra.
Ademas, en todas las modalidades se cursan las correspondientes asignaturas de primera y segunda
lengua extranjera, y existen programas opcionales de inmersion lingustica en ingles.
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En conclusion, las diferencias observadas en las producciones de los estudiantes en
funcion del genero no son signicativas, pero s son representativas, ya que se ajustan
a una tonica general en el sistema educativo. Por un lado, el menor numero de mujeres
en la muestra es consistente con el numero de mujeres que cursan las modalidades de
ciencias en la Educacion Secundaria: inferior al de varones; por otro lado, el rendimiento
de las mujeres es mejor en estas modalidades. En 4o ESO, este hecho tiene su reejo en la
modalidad de la asignatura de matematicas que eligen los estudiantes. En particular, el
porcentaje de mujeres en la muestra de este estudio, que cursan la modalidad cientco-
tecnologica de matematicas, es del 42,6%.
Se puede comprobar que los resultados obtenidos en la experimentacion (menor
numero de mujeres en la muestra y mejor rendimiento femenino) se pueden explicar
atendiendo a la realidad social de Navarra. En efecto, las investigaciones de genero en
Navarra indican, en las ultimas decadas, una evolucion positiva en la proporcion de
mujeres que accede a cada una de las etapas educativas en Navarra (Fernandez, 2003).
Ademas, en promedio, las mujeres obtienen mejores resultados academicos, tienen mayor
tasa de exito y nalizan sus estudios en menos tiempo.
\Las chicas continuan decidiendose mayoritariamente por titulaciones
menos valoradas en el mercado de trabajo. A pesar de este mejor rendi-
miento academico femenino, las chicas renuncian a los estudios y opciones
academicas con mas prestigio y cuyo valor de cambio en el mercado labo-
ral es claramente superior. De ah que, las desigualdades entre los generos
en el sistema educativo han [de] medirse no tanto por las probabilidades
de exito academico sino por las probabilidades de paso a determinados
opciones y estudios." (Fernandez, 2003, 76)
No obstante, existen todava diferencias en las modalidades de los estudios que se-
lecciona uno y otro genero, es decir: existen ramas \feminizadas" y \masculinizadas".
En particular, Fernandez (2003) destaca que el genero masculino copa los estudios tecni-
cos y cientcos, en las etapas educativas medias y superiores; mientras que las mujeres
tienen mayor presencia en las ramas sanitarias y administrativas.
8.1.3. Gestion del tiempo
En los centros de Educacion Secundaria, la gestion del tiempo contempla, ademas
de la secuencia de unidades didacticas que se implementan a lo largo del curso academi-
co, la secuencia detallada del tiempo dedicado en cada sesion a cada tarea. Ademas,
la forma de evaluar la actividad del estudiante se basa en el contrato didactico de imi-
tacion o de reproduccion formal (Brousseau, 2007), segun el cual, en matematicas, \el
docente puede exigir al alumno que re-escriba la respuesta correcta de un problema, que
recite un enunciado, que imite un procedimiento, etc." (Brousseau, 2007, 100). Como
consecuencia, en el contrato de imitacion, el estudiante puede traducir las ordenes del
docente en actos, sin necesidad, en la resolucion de las tareas propuestas, de aprender
el signicado del procedimiento que se pretende ense~nar.
En funcion de este contrato de imitacion, el docente quiere asegurar que se aprovecha
el tiempo dedicado a cada actividad en cada sesion lectiva, y considera la inactividad
del estudiante como una \perdida de tiempo". As, el contrato didactico de imitacion
incluye una clausula que indica \perder el tiempo no es aceptable dentro del horario
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lectivo". El docente puede llegar a confundir \actividad" con \activismo", y puede so-
licitar al estudiante que este constantemente generando actividad \visible" durante la
sesion. Una forma de generar este \activismo" se sigue de una excesiva participacion del
docente en el aula. As, la actividad que este solicita a los estudiantes, pasa a ser una
actividad excesivamente guiada, incluso incompatible con una actividad autonoma. En
este contexto:
\El alumno se compromete a efectuar la tarea denida a condicion de
que sea completamente reductible al repertorio que posee [. . . ] El efecto
didactico de la ejecucion de la tarea esta asegurado solamente por las
creencias del profesor o la cultura." (Brousseau, 2007, 100)
A diferencia de lo que dicta la clausula \perdida de tiempo" del contrato didactico de
imitacion, en el desarrollo de las sesiones MD se ha observado que los estudiantes requie-
ren de unos 20 minutos de exploracion, antes de empezar a resolver la tarea propuesta.
Durante este tiempo, el estudiante esta en aparente falta de actividad. No obstante, bajo
esa aparente inactividad, el estudiante esta en fase de accion, y reexiona sobre los pasos
que debe seguir. Los estudiantes necesitan esa fase de accion/exploracion, antes de pro-
ducir por escrito una respuesta. El contrato didactico en secundaria debe, pues, superar
el contrato de imitacion o reproduccion formal2, y debe contemplar estos momentos de
exploracion.
Por tanto, el docente no debe confundir actividad con activismo, y debe respetar el
tempo de la clase. La excesiva participacion del docente en la actividad de aula, puede
generar, dentro de este \activismo guiado", un efecto Topaze (seccion 3.10). Es decir,
la actividad autonoma del estudiante desaparece y el nivel de intensidad de las orienta-
ciones del docente (por ejemplo, una secuencia dinamica de \preguntas y respuestas")
permiten a los estudiantes dar respuestas aceptables en el marco de la actividad siguien-
do unicamente las indicaciones del docente, pero sin llegar a generar conocimiento.
Para garantizar que no sucedan fenomenos didacticos como el efecto Topaze, el do-
cente debe respetar el ritmo de las fases de accion y la toma de decisiones por parte del
estudiante. En el momento de exploracion con la asistencia de un modelo dinamico, ante
la perspectiva de tener que resolver una situacion novedosa, el estudiante requiere de
tiempo para ejecutar la toma de una decision. El docente debe gestionar la incertidumbre
de la sesion, por lo menos, en dos aspectos:
1. El estudiante manipula un modelo dinamico sin garantas de tener exito en la
exploracion de la situacion.
2. Es posible que el estudiante aplique un procedimiento algebraico no consolidado.
Por ello, es necesario asumir que la consolidacion de una tecnica algebraica ayuda al
estudiante a gestionar el envite epistemologico que lleva en s el momento de exploracion
de una tarea con la asistencia de un modelo dinamico. En la seccion 8.1.4 se profundiza
en la cuestion de la prevalencia algebraica y la ruptura epistemologica que implica en
algunos estudiantes en la resolucion de la tarea (Wilhelmi, 2007). Ademas, en la seccion
2El contrato de imitacion o reproduccion formal ha extendido, en el sistema educativo, la creencia:
\entiendo-olvido, veo-comprendo, hago-aprendo". Segun Brousseau, esta posicion extrema supone acep-
tar que el contrato de imitacion es una panacea, cuando la didactica ha mostrado reiteradamente que
las soluciones globales a problemas generales son una quimera.
Aitzol Lasa
8.1 Discusion de los resultados 255
8.2, el analisis de la idoneidad didactica pone de relieve la alta idoneidad epistemica del
proceso de estudio.
Asimismo, con relacion a la gestion del tiempo, se observa que no todos los estudian-
tes terminan el cuestionario completo. Hay estudiantes que tienen exito en la realizacion
de las primeras tareas de cada cuestionario (T1 y T2 en MD, y T4 en MA), pero no
completan las ultimas tareas de cada cuestionario (T3 en MD y T5 en MA). Ademas,
en el diagrama estadstico implicativo (seccion 7.3.12), se observa un comportamiento
que guarda relacion con este resultado: hay estudiantes que obtienen dos soluciones co-
rrectas en las primeras tareas, mientras que en las ultimas se conforman con presentar
soluciones numericas de la variable x. Para estos estudiantes, el contrato didactico or-
dena dentro de una escala cualitativa las distintas tareas, desde lo \importante" a lo
\accesorio": ante la falta de tiempo, la prevalencia algebraica dicta que lo importante es
aportar informacion algebraica, aunque esta sea parcial.
Otros estudiantes no tuvieron exito en las primeras tareas, y por ello, no tienen
tiempo para completar el cuestionario entero. Estos estudiantes no dominan la tecnica
algebraica y tienen serias dicultades para manipular e interpretar la vista graca en
el modelo dinamico. La ausencia de un esquema de accion instrumentada desmotiva
a los estudiantes en la primera tarea, puesto que necesitan mucho mas tiempo que
sus compa~neros para desarrollar la primera tarea de cada sesion, y muestran, ademas,
sntomas de bloqueos afectivos (Guzman, 2008). En particular, a la hora de manipular
el modelo dinamico, los estudiantes se miran por encima del hombro y se identican
las emociones de verguenza, apuro, miedo al ridculo o al \que diran". La fatiga de los
estudiantes es notoria al nal de la sesion, y una cuarta parte de los estudiantes deja en
blanco las tareas T3 y T5.
8.1.4. Ruptura epistemologica y prevalencia algebraica
La practica matematica escolar debe contemplar instrumentos para que los estudian-
tes puedan ejercer un control sobre sus producciones. Los instrumentos de control son
variados, y la eleccion de uno u otro depende, en gran medida, del soporte material que
se usa en cada proceso. Por ejemplo, en el soporte \papel", el control puede ser aritmeti-
co y algebraico: el estudiante comprueba los calculos que ha realizado, o realiza calculos
por vas alternativas para cotejar los resultados. En el soporte \software dinamico", el
estudiante puede realizar calculos simbolicos en la ventana CAS, o puede representar la
solucion en la vista graca para discutir la coherencia de los valores obtenidos.
En la experimentacion, se solicita a los estudiantes que ejerzan el control de su pro-
duccion algebraica a partir de una representacion graca de la situacion en el modelo
dinamico. En la consigna inicial, el docente solicita en primer lugar la representacion
graca de la situacion. A continuacion, el estudiante debe abordar la tarea por el pro-
cedimiento algebraico. Este uso del medio material Graco Cartesiano de Funciones
(GCF; Lacasta, 1995; Lacasta y Pascual, 1998) permite la prevision y la comunicacion
de valores a traves del soporte graco. Estas acciones se desarrollan atendiendo a los
siguientes usos del medio GCF:
Ideograma. Con la introduccion de deslizadores en el modelo dinamico, se represen-
ta en la vista graca una funcion particular de la familia de funciones. Se estudian
su representacion global en funcion del valor de sus coecientes: localizacion en el
plano, ejes de simetra, puntos extremos, intervalos de crecimiento y decrecimiento,
etc.
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Mensaje topologico. Los ejes de coordenadas no presentan escalas, y se emplean
ejes auxiliares (y = x, y =  x) como apoyo a la interpretacion graca. De esta
forma, el punto de interseccion se localiza topologicamente, previamente al calculo
algebraico de sus coordenadas en el soporte de papel.
Abaco. La localizacion topologica del punto de interseccion permite la utilizacion
del eje de coordenadas como abaco, para anticipar el valor de la solucion y su
comunicacion.
El uso del soporte GCF permite, pues, la interpretacion global (funcion como trayec-
toria) y la interpretacion puntual (funcion como abaco) del graco. Las dos interpreta-
ciones se articulan, permitiendo el uso de la funcion para prever y anticipar. As pues, la
introduccion del soporte graco tiene por objetivo garantizar que los estudiantes tengan
a mano instrumentos para controlar su propuesta de resolucion.
La secuencia de resolucion solicitada a los estudiantes es similar en las tareas T1, T2
y T3, en la sesion en aula de ordenador (cuestionario MD), y en las tareas T4 y T5, en
aula ordinaria (cuestionario MA), y el el objetivo de realizar la tarea en esta secuencia es
que los estudiantes ejecuten una fase de accion previa a la ejecucion algebraica. De esta
forma, exploran la situacion y pueden anticipar la existencia de soluciones, los signos
de los valores numericos, y con la ayuda de los ejes auxiliares, la posible simetra de los
valores. En denitiva, con el dise~no se pretende poner a disposicion del estudiante un
instrumento de control graco, previo a la produccion algebraica.
No se ha medido con una variable especca la secuencia en la que el estudiante com-
pleta la plantilla. Es decir, no se puede saber con certeza el orden en el que el estudiante
ha completado el cuestionario. Sin embargo, existen evidencias para concluir que los
estudiantes, en general, resuelven primero el sistema por un procedimiento algebraico,
y que la consolidacion del procedimiento algebraico determina, en gran medida, el exito
en la tarea. A continuacion, los estudiantes manipulan el modelo dinamico.
Este hecho se ha observado in situ por el docente auxiliar, en la sesion MD: hay
estudiantes que completan la resolucion en la plantilla, para luego enfrentarse al modelo
dinamico. A pesar de que los estudiantes no muestran ninguna duda ni realizan ninguna
pregunta a este respecto, la mayora de los estudiantes resuelve la tarea T1 primero por
un procedimiento algebraico mecanizado, y a continuacion, explora la situacion con el
modelo dinamico. Es decir, una vez que el estudiante tiene una produccion escrita de su
resolucion, explora el modelo dinamico sobre esa base.
En algunos casos, el estudiante resuelve la totalidad de las tres tareas propuestas
por el procedimiento algebraico, antes de enfrentarse al modelo dinamico. Este hecho
tambien se ha valorado en la seccion 8.1.3, en terminos de gestion de tiempo. A n
de cuentas, en la Educacion Secundaria el contrato didactico de imitacion o reproduc-
cion formal prima la resolucion algebraica en detrimento de las resoluciones gracas o
literales; ello provoca en el estudiante la necesidad de garantizar, ante todo, la parte
\importante" de la resolucion, es decir, aquella parte que el estudiante supone que el
docente va a valorar mas: la correccion de los calculos aritmeticos y algebraicos.3
Estos hechos son indicadores de dos fenomenos: la ruptura epistemologica y la pre-
valencia algebraica. Es decir, la utilizacion de tecnicas numericas, funcionales o gracas
3Esta concepcion de la practica matematica escolar guarda relacion con el contrato pedagogico clasico,
segun el cual: (1) el docente propone una tarea, (2) el alumno la realiza, y (3) el docente la evalua. De
esta forma, la validacion de las acciones del estudiante es externa.
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que exceden el ambito de la manipulacion de monomios por transformaciones algebrai-
cas, supone una ruptura epistemologica en el proceso de estudio (Wilhelmi, 2007). La
prevalencia algebraica observada en los estudiantes esta vinculada al paso de una tecnica
rutinizada basada en transformaciones algebraicas, a otra tecnica que implica un envite
epistemologico. En la sesion MA este hecho se inere de las producciones de los estu-
diantes. Por ejemplo, se observa que los estudiantes utilizan los valores resultantes de la
resolucion algebraica para tabular valores en la tabla y construir la graca; sin embargo,
si se hubieran seguido las indicaciones del docente, esta informacion debera ser posterior
a la construccion de la tabla.
Se constata, pues, la prevalencia algebraica de los estudiantes, pero la resolucion es
mecanica y no viene acompa~nada de instrumentos de control, ni aritmeticos ni alge-
braicos. Es decir, el estudiante no utiliza los instrumentos de control tpicos del soporte
\papel": no se comprueban los calculos realizados, no se utilizan vas alternativas para
cotejar los resultados y no se discute la validez de los valores numericos logrados.
Los instrumentos de control, aritmeticos y algebraicos, son asequibles para el estu-
diante y se basan en conocimientos previos que este tiene. Sin embargo, los comporta-
mientos de los estudiantes indican la falta de integracion en la ense~nanza de medios de
control de las tecnicas aprendidas. En general, ponen de relevancia la existencia de un
fenomeno de irresponsabilidad matematica, que tiene su origen en la organizacion de la
ense~nanza de las matematicas en la educacion secundaria, y en particular, en el contrato
didactico de imitacion o reproduccion formal.
Estos resultados son tpicos en el sistema educativo tradicional y son previsibles
atendiendo a la literatura. La forma clasica de organizar el medio didactico condiciona
las practicas operativas y discursivas, enfatiza los procedimientos algebraicos estandari-
zados, y en el contrato pedagogico tradicional, se requiere del estudiante la reproduccion
de una tecnica de resolucion previamente presentada por el docente. De esta forma, la
introduccion de un medio graco no facilita per se la comprension de la tarea, y los resul-
tados contradicen la idea ingenua de que, en el medio material GCF, el comportamiento
de las funciones es transparente para el estudiante.
\La presentacion graca no parece desempe~nar un papel signicativa-
mente distinto de los otros modos de presentacion de la funcion, siendo el
concepto matematico lo fundamental en la resolucion de problemas [...]
El graco no basta para soportar por s mismo los conocimientos relati-
vos a las funciones que representan, de una manera especial en el caso
de las relaciones entre la funcion lineal y la proporcionalidad" (Lacasta
y Pascual, 1998, 172).
El exito en la ejecucion de la tarea depende, pues, de la correccion en los calculos
aritmeticos y algebraicos. Sin embargo, la mecanizacion del proceso algebraico y la ca-
rencia de un procedimiento algebraico controlado, provoca este tipo de errores. Si los
errores son anecdoticos (gura 3.3, pagina 48), no ponen en peligro aprendizaje (por
ejemplo, en gura 7.19, pagina 219, el estudiante comete una equivocacion en la pre-
sentacion nal del resultado, sin mayores consecuencias). Sin embargo, el porcentaje de
estudiantes que comete errores aritmeticos y algebraicos reproducibles en la experimen-
tacion (variable C12), supera en todos los casos el 10% (llegando al 30% en la tarea
T2) y compromete gravemente la ecacia y estabilidad del metodo de resolucion. El
porcentaje de estudiantes que comete errores aritmeticos y algebraicos guarda relacion
con el campo numerico empleado en la tarea, y se discute en la seccion 8.1.5.
Instrumentacion con GGB e idoneidad didactica en la resolucion de sistemas de ecuaciones
258 8 Analisis a posteriori
El dise~no de la experimentacion, la gestion de las sesiones y el modo en el que se han
recogido los resultados, no permiten determinar si los errores aritmeticos y algebraicos
observados (variable C12) son recurrentes ni, por lo tanto, si son indicadores de la
existencia de un obstaculo (seccion 3.9). Sin embargo, diversos autores (Chamorro, 2005;
Lacasta, Madoz y Wilhelmi, 2006) constatan que en el paso de la aritmetica al algebra y
en los procesos de generalizacion de propiedades numericas y simbolicas, el aprendizaje
de las reglas de manipulacion algebraicas son problematicas y chocan con conocimientos
numericos previos, generando obstaculos epistemologicos, lo que sugiere la necesidad de
un analisis detallado de este aspecto en futuras investigaciones.
La comparacion de las variables internas B10 y C9 refuerza la presencia de la preva-
lencia algebraica, y apoya la idea de que el estudiante resuelve primero por el procedi-
miento algebraico, y luego, representa el graco por el modelo dinamico: la instrumen-
talizacion del modelo dinamico no supera la mitad de los estudiantes, en ninguna de
las tareas; sin embargo, el porcentaje de estudiantes que presenta soluciones algebraicas
supera al porcentaje de estudiantes que instrumentaliza el modelo dinamico, en todas
las tareas (tabla 8.2). De forma anecdotica, pero en la misma lnea, la variable A2 indica
que una minora de estudiantes ejecuta la resolucion algebraica en la primera casilla de la
plantilla, haciendo caso omiso de las indicaciones de resolucion. La constatacion explci-
ta de este hecho en las plantillas de resolucion es minoritaria, pero deja en evidencia la
tendencia de los estudiantes a una resolucion mecanica, basada en la pura algebra.
Tabla 8.2: Indicadores de prevalencia algebraica.
Var T1 T2 T3 T4 T5
B10 / BN12 49,4% 31,1% 28,4% 54,1% 37,2%
C9 70,3% 41,2% 33,1% 74,3% 53,4%
Los estudiantes, pues, aplican una tecnica algebraica mecanizada, pero no tienen ins-
trumentos para controlar la validez del proceso. En la sesion MA de la experimentacion,
tienen a mano los instrumentos \papel", \software de geometra dinamica" y \tabula-
cion de valores con calculadora cientca", pero la consolidacion de la tecnica algebraica
es la unica que garantiza de manera generalizada el exito en la tarea. Es decir, a lo
largo de la etapa de Educacion Secundaria, se entrena al estudiante en la aplicacion de
procedimientos algebraicos cerrados, de forma que estos estudiantes muestran de forma
global un esquema de accion instrumentada sobre el soporte de \lapiz y papel". A pesar
de que las tecnicas algebraicas se estudian sin instrumentos de control, y en ausencia
de situaciones que permitan dar un contexto de validacion, la utilizacion de una tecnica
consolidada ofrece al estudiante ciertas ventajas:
Una ejecucion agil e inmediata permite al estudiante avanzar rapidamente en la
resolucion de una tarea. Esto ocurre, sobre todo, cuando se trata de una tarea de
consolidacion, es decir: la tarea se ubica dentro de una categora de problemas de
una misma dicultad, con relacion a los contenidos previos y a las tecnicas que el
estudiante debe movilizar para resolver dicha tarea.
El estudiante no tiene que evaluar, paso por paso, las decisiones tomadas dentro
de una heurstica particular de resolucion de problemas.
La constatacion de la prevalencia algebraica y los resultados obtenidos en torno a
la gestion del tiempo van en la misma direccion. Los resultados indican la conveniencia
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de que el estudiante domine la tecnica algebraica, antes de un momento de exploracion
con un modelo dinamico. Es decir, la tecnica algebraica da seguridad al estudiante, y
este se enfrenta con mas garantas de exito a una tarea de exploracion en un problema
que pertenece a la misma categora y cuya resolucion contempla fases de formulacion y
validacion.
8.1.5. Inuencia del campo numerico
En el captulo 6 de analisis a priori, se han descrito las distintas fases que tiene la
tarea con relacion al campo numerico en el que se deben realizar los calculos en cada
tarea. La eleccion del campo numerico se detalla en la tabla 6.4. La resolucion algebraica
requiere:
1. La manipulacion de una ecuacion implcita.
2. La obtencion de la ecuacion explcita correspondiente.
3. La aplicacion del metodo de igualacion.
4. La resolucion de una ecuacion de segundo grado.
5. La representacion de la solucion de la tarea.
En la sesion en aula de ordenador (MD), los estudiantes resuelven las tareas T1, T2
y T3. En la tarea T1, las cinco fases de la resolucion se ejecutan sobre el conjunto de
los numeros enteros. En la tarea T2, las fases (2), (3) y (5) requieren la manipulacion
de numeros racionales en forma de fraccion o en desarrollo decimal aproximado. En la
tarea T3, ademas, la fase (1) tambien requiere de la manipulacion de numeros racionales.
Asimismo, en la sesion en aula ordinaria (MA), los estudiantes resuelven las tareas T4 y
T5. En la tarea T4, las cinco fases de la resolucion se ejecutan, al igual que en la tarea
T1, sobre el conjunto de los numeros enteros. En la tarea T5, la fase (5) requiere la
manipulacion de numeros racionales.
El campo numerico es un factor determinante que explica las variaciones en la tasa
de exito, a la hora de obtener soluciones correctas en la resolucion algebraica, en las
diversas tareas. En la tabla 8.3 se observa, por un lado, un descenso en las variables
que miden la obtencion correcta de resultados (variables C8 y C10), y por otro lado, un
incremento en los errores aritmeticos y algebraicos cometidos (variable C12) en funcion
del campo numerico. Es decir, la progresiva presencia del campo numerico racional en
cada una de las cinco fases de la resolucion, disminuye la tasa de exito e incrementa los
errores.
Tabla 8.3: Inuencia del campo numerico.
Var T1 T2 T3 T4 T5
A1 92,6% 73,0% 65,5% 89,2% 81,1%
C8 64,2% 27,0% 27,0% 61,5% 27,7%
C10 68,2% 29,7% 31,8% 71,6% 50,0%
C12 19,6% 31,1% 12,8% 9,5% 17,6%
El descenso progresivo de la variable A1 es observable en las dos sesiones, MD y MA,
es decir, en las respectivas progresiones T1! T2! T3 y T4! T5. En la sesion MD, el
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descenso es algo mayor que en la sesion MA. El mayor descenso en la sesion MD indica las
dicultades que tienen los estudiantes incluso para obtener correctamente la expresion
explcita de una ecuacion en coecientes racionales (fase (1) de la resolucion). Es decir,
en las tareas T1, T4 y T5, la manipulacion de la expresion explcita de la ecuacion no
requiere la manipulacion de coecientes racionales, y en estos casos, el porcentaje de
exito en la variable A1 supera el 80%. Sin embargo, en las tareas T2 y T3, se requiere
manipular coecientes racionales para acceder a la expresion explcita de las ecuaciones
y seguir adelante con la tarea; en ambos casos, el porcentaje de exito de la variable A1
baja del 75%.
La progresiva introduccion del campo numerico racional afecta tambien a las varia-
bles C8 y C10, que miden, respectivamente, la obtencion de dos soluciones o una solucion
correctas. El porcentaje de estudiantes que obtiene dos o una solucion, baja a mas de la
mitad por efecto de la ampliacion del campo numerico. Por ejemplo, en las tareas T1 y
T4, la variable C8 presenta una mayor tasa de exito (61-64%), debido a que las tareas
presentan soluciones en el conjunto de los numeros enteros. Sin embargo, en las tareas
T2, T3 y T5, la misma variable C8 presenta una tasa de exito que no alcanza la tercera
parte del estudiantes (27-28%), debido a que, en estas tareas, por lo menos una de las
soluciones pertenece al conjunto de los numeros racionales (no enteros). En la tarea T5,
una de las soluciones es entera y la otra racional. Por ello, el porcentaje de exito de la
variable C10 se mantiene en el 50%.
La variable C12 mide la cantidad de estudiantes que comete errores aritmeticos y
algebraicos en la resolucion de la tarea. Tomando como referencia las tareas T1 y T4, se
observa un incremento en el porcentaje de estudiantes que comete errores en las tareas
T2 y T5. Los resultados de la tarea T3 no siguen la progresion antes mencionada, y
atendiendo a las variables C10 y C12, se observa que los resultados son atpicamente
mejores. Este hecho se explica atendiendo a la memoria didactica de la clase: los valores
numericos de la solucion, 1=2 y 3=2, son fracciones positivas sencillas y usuales en el
contexto escolar.
Las variables C4, C5 y C8 miden, respectivamente, la obtencion de las soluciones
1, 2 o ambas soluciones, en cada tarea (tabla 8.4). Los resultados obtenidos en estas
variables y su discusion, junto con el analisis estadstico-implicativo, permiten, ademas,
estudiar el nivel de discriminacion del campo numerico en la competencia matematica.
Tabla 8.4: soluciones en funcion del conjunto numerico de referencia.
T1 T2 T3 T4 T5
C4 68,2 29,1 29,7 68,9 48,0
C5 64,2 27,7 29,1 64,2 31,1
C8 64,2 27,0 27,0 61,5 27,7
As, por ejemplo, en la tarea T4, la solucion 2 (solucion entera, (4; 10)) es menos
frecuente que la solucion 1 (solucion entera simetrica, (2; 2)). La gura 7.25 muestra
el diagrama de Venn-Euler de la situacion. De hecho, hay una implicacion al 95,8% de
la obtencion de dos soluciones correctas (variable C8) a la obtencion de la solucion 2
(variable C5), y sin embargo, al 89,3% a la solucion 1 (variable C4).
T4 : P (C4jC5) = P (C8)
C5
=
61; 5
64; 2
= 95; 8
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T4 : P (C5jC4) = P (C8)
C4
=
61; 5
68; 9
= 89; 3
Esto quiere decir que los estudiantes que determinan la solucion 2 tambien determi-
nan la solucion 1 al 95,8%, reforzando la hipotesis de que este calculo posee un mayor
nivel de discriminacion en la competencia matematica. La solucion 2 es menos frecuente,
puesto que no es simetrica y se \aleja del origen".
En la tarea T5, la solucion 2 (solucion racional, (7=3; 22=3)) es menos frecuente
que la solucion 1 (solucion entera (0; 2)). La gura 7.29 muestra el diagrama de Venn-
Euler de la situacion. Hay una implicacion al 89,1% de la obtencion de dos soluciones
correctas a la obtencion de la solucion 2, y sin embargo, al 57,7% a la solucion 1.
T5 : P (C4jC5) = P (C8)
C5
=
27; 7
48; 0
= 89; 1
T5 : P (C5jC4) = P (C8)
C4
=
27; 7
31; 1
= 57; 7
La solucion 2 (fraccionaria y negativa en la ordenada), es mucho mas representativa
del nivel de competencia matematica. De hecho, al mezclar \fracciones" y \numeros
con signo", la solucion excede del horizonte de maestra convencional en la Educacion
Secundaria.
Las implicaciones obtenidas con relacion a las variables C4, C5 y C8, a partir del
analisis estadstico-implicativo, no implican necesariamente una relacion de causa-efecto
(Lacasta y Wilhelmi, 2008). Es decir, el hecho de que A implique B, no determina
necesariamente un orden preferente en la ense~nanza de A o B. Por ejemplo, en la tarea
T2, la solucion 1 es entera, (2; 2), y la solucion 2 fraccionaria, (58=9; 500=27). La
solucion fraccionaria implica la solucion entera al 97%, pero este hecho no implica un
orden en la docencia.
\The results in SIA are static, that is, thay represent a momento of the
school reality. The fact `p implies q' doesn't mean that `p happens before
q', neither that `p causes q'. In this case, the conclusion is that only some
competent students in [p] reach [competence q]" (Lacasta y Wilhelmi,
2008, 112)
Los estudiantes de 4o ESO conocen los distintos conjuntos numericos, sus propiedades
y sus caractersticas. Los conocimientos previos de los estudiantes incluyen los siguientes
objetos matematicos: la nocion de numero racional, las operaciones en el conjunto Q de
los numeros racionales y sus propiedades, y las distintas representaciones del numero
racional, como fraccion y decimal aproximado.
En particular, los estudiantes conocen los procedimientos para transformar la repre-
sentacion de un numero racional, de fraccionario a decimal aproximado, y viceversa. En
la experimentacion, los coecientes de las ecuaciones tienen distinta representacion, en
funcion del soporte material: la representacion en papel es fraccionaria; mientras que en
el modelo dinamico, los deslizadores representan los coecientes como valores decimales
aproximados. En este contexto, la instrumentalizacion del modelo dinamico requiere la
transformacion de coecientes fraccionarios en decimales aproximados.
En las tareas T2 y T3, los comportamientos de los estudiantes muestran que el cono-
cimiento previo \transformar la representacion de un numero racional" no es operativa
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para cerca de una cuarta parte de los estudiantes. Estos estudiantes tienen dicultades
para identicar una situacion que requiere el cambio de una representacion fraccionaria
a una representacion decimal. Esta carencia queda reejara en la variable A1, y deja
en evidencia el fenomeno de la atomizacion del conocimiento. Segun este fenomeno, los
contenidos algebraicos se trabajan de forma aislada y atomizada a lo largo de la Educa-
cion Secundaria, con la ilusion de que el estudiante \automaticamente" sabra identicar
y aplicar este conocimiento cuando se presente ante el en unas situacion de aprendizaje.
La dicultad que tienen los estudiantes a la hora de manipular un deslizador en el
modelo dinamico, indica tambien la naturaleza instrumental del artefacto deslizador. Es
decir, las herramientas del modelo dinamico requieren de una instruccion previa, aun
siendo intuitiva su utilizacion. Un artefacto (seccion 2.1) puede ser un objeto fsico o
material, pero tambien un objeto evocado, que puede ser utilizado en la resolucion de
una tarea determinada. La instruccion en el manejo del artefacto (los conocimientos
teoricos necesarios para su utilizacion tecnica, la identicacion de tareas que permite
resolver, la valoracion de su uso ante otro tipo de artefactos, etc.) provoca un cambio
en la relacion instrumental del usuario con el artefacto, que pasa a ser un instrumento.
En este sentido, los conocimientos previos del estudiante permiten instrumentalizar el
deslizador en el conjunto de los numeros enteros, pero en el conjunto de los numeros
racionales no deja de ser un artefacto para muchos estudiantes
En denitiva, los resultados muestran que los estudiantes tienen dicultades a la
hora de manipular las distintas representaciones de un numero racional, y que algunos
conocimientos previos sobre el numero racional no son operativos en situaciones de reso-
lucion de ecuaciones. Los errores aritmeticos y algebraicos que cometen los estudiantes
en el conjunto de los numeros racionales no son anecdoticos y son reproducibles. En
este contexto, Saenz de Cabezon (2008) aporta datos experimentales de la dicultad
intrnseca de la construccion y comunicacion de los algoritmos con fracciones y su uso.
\El hecho de haber observado errores similares en 1o y 2o ESO es indicati-
vo de que el `reconocimiento' de un algoritmo como correcto no garantiza
su utilizacion. No es suciente la intervencion puramente prescriptiva del
profesor (`esto es as'), sino que el error reaparece de manera recurren-
te. En resumen, estamos ante un obstaculo epistemologico." (Saenz de
Cabezon, 2008, 87)
Ase pues, el aprendizaje de la manipulacion simbolica de fracciones y sus operacio-
nes genera un obstaculo de origen epistemologico, y por su naturaleza, los errores de
manipulacion de expresiones con fracciones deben reaparecer periodicamente.
A este obstaculo epistemologico hay que a~nadir otro de origen didactico, que tiene su
base en una incorrecta integracion de los contenidos matematicos a la hora de organizar
la actividad matematica en el aula. El fenomeno de la atomizacion del conocimiento
provoca el aprendizaje aislado de tecnicas y manipulaciones. Estas tecnicas se aplican
en casos ideales aislados y en ausencia de un contexto de uso variado. De esta forma, el
estudiante no reconoce el conocimiento y no identica los momentos en los que su uso
es pertinente. Por ejemplo, el estudiante debe representar un numero racional en el des-
lizador, y para ello, debe traducir la representacion fraccionaria en decimal aproximada;
a pesar de que el estudiante conoce el procedimiento que cambia la representacion del
numero racional, no identica el momento de uso.
En la experimentacion se puede constatar que el campo numerico tiene un efecto
directo en la tasa de exito de la tarea y en los errores aritmeticos y algebraicos que
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cometen los estudiantes. La determinacion del campo numerico es, pues, un elemento
de gran importancia, que determina, en gran medida, la correcta ejecucion de la tarea
por parte del estudiante. Si los estudiantes tienen dicultades para realizar calculos en
el conjunto de los numeros racionales, el docente puede tomar la decision de presentar
a los estudiantes tareas que solo impliquen la manipulacion del campo numerico entero,
con el animo de evitar el fracaso generalizado de los estudiantes, pero generando sesgos
en el aprendizaje de las matematicas.
Para evitar estos sesgos en el aprendizaje de las matematicas, el docente no debera
utilizar el campo numerico como atajo a la hora de dise~nar las tareas propuestas a los
estudiantes. Es decir, simplicar el campo numerico con la intencion de facilitar la tarea
a los estudiantes genera fenomenos didacticos que no son deseables en el aprendizaje de
las matematicas: en este caso, el docente provoca un efecto Jourdain (seccion 3.10).
Si la aplicacion de una tecnica o procedimiento es excesivamente compleja para el
estudiante, se deben integrar en la situacion los objetos matematicos que ayuden a
resolver la tarea. Se requiere para ello la identicacion de los conocimientos previos
necesarios para afrontar la situacion y la articulacion de los objetos matematicos, de
forma que permitan la construccion de un signicado personal y aporten al estudiante
instrumentos para controlar y validar su razonamiento. El exito del estudiante en la tarea
se consigue, de esta forma, a partir de una mejora en las condiciones del aprendizaje, en
lugar de la simplicacion de un aspecto particular del problema (en este caso, el campo
numerico), con la intencion de hacer asequible el problema al estudiante, pero a su vez,
limitando su alcance y contextos de uso.
De todas estas consideraciones se pueden sacar las siguientes implicaciones:
La simplicacion del campo numerico racional al entero no permite al estudian-
te poner en funcionamiento sus conocimientos previos sobre el campo numerico
racional, haciendolos innecesarios. Si el docente no presenta al estudiante situacio-
nes variadas en las que este tenga que poner en funcionamiento los conocimientos
numericos racionales, el estudiante comete errores aritmeticos y algebraicos no
anecdoticos y reproducibles.
Una situacion de resolucion de ecuaciones que contemple la manipulacion de nume-
ros racionales en sus distintas representaciones, requiere de una gestion del tiempo
adecuada. Al ampliar el campo numerico entero al racional, sera conveniente re-
ducir el numero de ejercicios planteados a los estudiantes, para potenciar de esta
manera la autonoma y control de los estudiantes en la resolucion de estas tareas.
El estudiante debe afrontar sistematicamente problemas y situaciones en las que
participan coecientes racionales, para superar as los obstaculos relacionados con
el numero racional. Por extension, esta armacion es tambien valida al extender
el campo numerico a los sucesivos conjuntos numericos.
8.1.6. Interpretacion del sistema como una ecuacion
En los resultados de la experimentacion, se observa que el porcentaje de estudiantes
que interpreta el sistema como \una ecuacion en una variable", esta entre el 15% y el
25%, en funcion de la tarea. Estos estudiantes se conforman con presentar soluciones de
la variable x, a modo de solucion numerica, y sin interpretacion como par ordenado.
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Las situaciones que se proponen a los estudiantes son sistemas de ecuaciones en
dos variables, y las soluciones a los sistemas se deben representar, gracamente, como
puntos en dos coordenadas, x e y, en el plano cartesiano. Aun as, cerca de una cuarta
parte de los estudiantes no interpreta la tarea como un sistema de ecuaciones. En su
lugar, estos estudiantes aplican las tecnicas de resolucion para obtener la solucion de
\una ecuacion en una variable". As, la variable y es una suerte de variable auxiliar,
que permite obtener los valores de la variable x, la verdadera incognita a resolver. En
su interpretacion, la tecnica de igualacion permite obtener una ecuacion en una sola
variable. De esta manera, el signicado de la letra y se reduce a un articio para obtener
la verdadera incognita de la ecuacion.
La variable C6 mide el numero de estudiantes que han mostrado este comportamien-
to en la resolucion de las situaciones. La tabla 8.5 muestra los porcentajes de la variable
C6 para cada tarea. El diagrama implicativo de la gura 7.37 (pagina 248) comple-
menta estos resultados, y permite, ademas, relacionar estos comportamientos con otras
variables internas del estudio.
Tabla 8.5: Interpretacion en una variable.
T1 T2 T3 T4 T5
Variable C6 24,3% 25,7% 17,6% 14,9% 19,6%
En el diagrama implicativo, la variable C6 aparece unida, paradojicamente, a las va-
riables que miden el numero de soluciones obtenidas y el numero de soluciones correctas
obtenidas. En este sentido, se observa que los estudiantes que presentan dos valores de
x como solucion, son estudiantes que no consiguen obtener la solucion 1 del sistema, es
decir, son los estudiantes que, de alguna forma, no consiguen obtener la primera solu-
cion del sistema, y optan por presentar lo que ellos consideran una \solucion parcial"
del sistema; se quedan a medio camino de la resolucion y presentan dos valores de una
sola variable.
En las tareas T4 y T5, la variable C6 aparece vinculada a las variables BN11, BN12 y
BN13, que miden los comportamientos numericos con relacion a la tabla de valores. As,
los estudiantes que obtienen dos valores de x obtienen a su vez soluciones coincidentes
en la tabla de valores, pero presentan esta solucion en su propuesta. Por efecto del
contrato didactico de imitacion o reproduccion formal, el estudiante considera que el
estatus de la solucion obtenida en las tablas es inferior a una resolucion algebraica,
es decir, el estudiante considera que la solucion obtenida en las tablas no se ajusta a
los requerimientos del docente. En todo caso, los comportamientos de interpretacion
\numerica" y \no-puntual" de la solucion estan vinculados al soporte tabular de la
representacion graca.
A la hora de buscar una explicacion a estos comportamientos, se identican tres
aspectos interrelacionados que generan el fenomeno descrito:
1. Resolucion aritmetica. El analisis del diagrama implicativo permite identicar el
primer factor, que guarda relacion con la resolucion de tipo aritmetico. En efecto,
en el diagrama implicativo, la utilizacion de tablas de valores y tecnicas para
la representacion, punto por punto, de una funcion, aparece relacionada con el
comportamiento que interpreta un sistema de ecuaciones como una ecuacion en
una incognita.
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Es decir, el estudiante que no interpreta de forma global el sistema de ecuacio-
nes como una expresion analtica o formula (intensivo) en dos dimensiones, trata
sin exito de cumplir con los objetivos de la tarea a partir de calculos de valores
particulares (extensivos).
2. Obtencion de valores numericos en formulas (descriptor C1). El descriptor C1
(seccion 5.4) describe la obtencion de valores sencillos en formulas y en el currculo
aparece unicamente en tercer ciclo de EP y primer ciclo de ESO. El descriptor
desaparece del currculo en segundo ciclo de ESO, donde no se contempla este tipo
de tabulacion numerica puntual, existiendo, pues, una atomizacion y una ruptura
en el uso operativo de este contenido.
La obtencion de valores numericos en formulas es un conocimiento previo que se ha
dejado de utilizar de forma operativa, y genera comportamientos extra~nos en los
estudiantes: hay estudiantes que encuentran una solucion coincidente en ambas
tablas, y sin embargo, no la identican como valida. Es decir, los estudiantes
dejan de utilizar los contenidos relativos al descriptor C1 al resolver ecuaciones
por tecnicas basadas en operaciones algebraicas.
En este sentido, parte de los estudiantes relaciona la tabulacion de puntos con
comportamientos numericos previos. En todo caso, queda claro que el currculo
interrumpe un contenido matematico que es valido tambien en cursos posterio-
res, y la discontinuidad del descriptor C1 en segundo ciclo de ESO explica parte
del comportamiento observado. Por ello, es conveniente no desvincular los conte-
nidos relativos al descriptor C1 de los sucesivos cursos de ESO, para mitigar el
comportamiento observado.
3. Gestion del tiempo. Los resultados indican que la gestion del tiempo tambien incide
en la presentacion de dos valores numericos de la variable x. En efecto, cuando
la sesion llega a su n, los estudiantes que anticipan que no tienen tiempo de
nalizar la ultima tarea, se conforman con presentar dos soluciones numericas
en lugar de dos parejas de soluciones. El motivo se fundamenta en la memoria
didactica, que privilegia la resolucion algebraica. Ademas, el contrato pedagogico
contempla que los docentes deben valorar respuestas parciales, que son indicadores
de un \proceso", y los estudiantes tienen la conviccion de que el docente valora
positivamente la presentacion de un resultado parcial de la solucion, siempre que
esta sea algebraica.
En estas condiciones, se debe reducir el numero de tareas para que los estudiantes
terminen con seguridad la tarea propuesta. Esto es especialmente necesario cuan-
do la tarea implique la manipulacion de coecientes racionales, o donde la tarea
presuponga momentos de manipulacion o exploracion.
8.1.7. Orden de ejecucion de la tarea
Existen indicios para poder armar que el orden de ejecucion de las tareas, es decir, el
orden de utilizacion del soporte material, tiene inuencia sobre la resolucion. En efecto,
la muestra de los estudiantes esta separada en dos subgrupos, MD{MA y MA{MD.
Por un lado, los estudiantes del grupo MD{MA, utilizan primero el soporte \software
dinamico" y despues el soporte clasico \lapiz y papel"; estos estudiantes resuelven las
tareas en el orden:
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(T1! T2! T3)! (T4! T5)
Es decir, los estudiantes del subgrupo MD{MA resuelven la tarea T1 en primer
lugar. Sus compa~neros del subgrupo MA{MD han realizado previamente las tareas T4
y T5, y utilizan primero el soporte clasico \lapiz y papel", para luego utilizar el soporte
\software dinamico"; estos estudiantes resuelven las tareas en orden:
(T4! T5)! (T1! T2! T3)
Los estudiantes del subgrupo MA{MD resuelven, por tanto, la tarea T4 en primer
lugar, y sus compa~neros del subgrupo MD{MA han realizado previamente las tareas T1,
T2 y T3. Es de esperar, pues, que los estudiantes de cada subgrupo muestren mejoras
en su segunda sesion, con respecto a la primera. Los resultados indican que la mejora
tiene distintas caractersticas en cada subgrupo.
La mayor tasa de realizacion se da en las tareas T1 y T4, por ser estas tareas
las primeras de cada sesion, y por ello, los contrastes de hipotesis se han realizado
en estas tareas. Estos contrastes muestran evidencias estadsticas de la inuencia del
orden de resolucion sobre las variables internas. Cada subgrupo muestra una mejora
estadsticamente signicativa con respecto al otro subgrupo, pero en aspectos distintos.
En la tarea T1, los estudiantes del subgrupo MA{MD, (1) instrumentalizan de forma
mas ecaz el modelo dinamico y la representacion graca, (2) argumentan con mayor
coherencia la validez del resultado en sus argumentaciones, y (3) presentan resoluciones
homogeneas. Es decir, los estudiantes que han realizado con anterioridad las tareas T4
y T5 en el aula ordinaria, muestran estas mejoras con respecto a sus compa~neros, que
ejecutan la tarea T1 sin instruccion previa de ningun tipo. Sin embargo, los estudiantes
que tienen una instruccion previa y realizan las tareas T4 y T5 con anterioridad, no
obtienen mejores resultados en la resolucion algebraica.
En la tarea T4, los estudiantes del subgrupo MD{MA, (1) obtienen en mayor propor-
cion dos soluciones algebraicas correctas. Es decir, aquellos estudiantes que han realizado
previamente las tareas T1, T2 y T3, realizan mejores ejecuciones algebraicas siendo la
diferencia estadsticamente signicativa. Tal como se ha dicho, en la tarea T1 no se
da la circunstancia simetrica. En la tabla 8.6 se resumen las mejoras relativas a cada
secuencia de ejecucion.
Tabla 8.6: Mejoras en la resolucion de la tarea.
Subgrupo Orden Mejora signicativa en la ultima tarea
MD - MA T1 { T4 Obtiene dos soluciones correctas en T4
MA - MD T4 { T1
Instrumentalizacion ecaz en T1
Argumentacion coherente
Resolucion homogenea
Estos resultados del contraste de hipotesis son coherentes con el graco implicativo
de la gura 7.36, en la cual se observa que la argumentacion incorrecta (variable B8
en T1) tiene una mayor vinculacion con la secuencia MD{MA. Ademas, los resultados
obtenidos son coherentes con dos estudios realizados en el ambito de este trabajo: el
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estudio piloto4 de la seccion 5.4.4; y la experimentacion5 del Anexo A realizada en
Educacion Primaria.
Implicaciones para la ense~nanza
La discusion de los resultados permite dar una serie de indicaciones sobre como
se deben dise~nar las sesiones en aula ordinaria (MA) y en aula de ordenador (MD).
Ponen de relieve, ademas, la importancia de la secuencia de utilizacion de los distintos
soportes, y su relacion con el tipo de aptitudes que mejoran los estudiantes en funcion
del soporte y del orden de utilizacion. Es decir, los resultados de la experimentacion
muestran en que manera inuye el orden de los soportes empleados en las resoluciones
de los estudiantes.
Los resultados apoyan la conclusion de que dentro de una misma categora de si-
tuaciones, resulta ventajoso para los estudiantes la utilizacion de una tecnica algebraica
consolidada. As, los resultados de la secuencia MA|MD indican que los estudiantes
que consolidan una tecnica algebraica, se desenvuelven mejor en las fases de formulacion
y validacion. Por otro lado, los resultados de la secuencia MD|MA indican que los
estudiantes que exploran una situacion novedosa con la asistencia del modelo dinamico,
obtienen con mayor facilidad dos soluciones correctas, una vez que trabajan la situacion
en el soporte de lapiz y papel.
La coherencia entre los resultados de la experimentacion y los resultados de otros
trabajos, perla implicaciones para la ense~nanza que seran atendidas en el captulo
nal (pagina 275), y que constan de dos fases que optimizan el proceso de ense~nanza.
Pero antes de entrar a presentar la propuesta, y para complementar la discusion de los
resultados, hay que tener en cuenta los indicadores de idoneidad didactica.
En la seccion 8.2 se procede a justicar el nivel de idoneidad del proceso de estudio
implementado, en funcion de las dimensiones epistemica, mediacional y ecologica, en los
cuales el nivel idoneidad es alto, y las dimensiones afectiva y cognitiva, en las cuales
el nivel de idoneidad es media (gura 8.1). Los indicadores de idoneidad sirven, pues,
para valorar la adecuacion del proceso de estudio implementado, y ademas, permiten
identicar los aspectos que permiten mejorar la propuesta inicial, en las dimensiones
afectiva, cognitiva e interaccional, antes de implementar potencialmente una secuencia
de estudio siguiendo el dise~no de la experimentacion.
4En la seccion 5.4.4 se ha presentado un estudio piloto, previo a la experimentacion, en la que
docentes de secundaria en formacion resuelven situaciones en las que se requiere la resolucion de sistemas
de ecuaciones e inecuaciones, en las secuencias MA{MD y MD{MA. En este estudio, los docentes en
formacion muestran comportamientos similares a los estudiantes de ESO de la experimentacion, con
relacion al orden de ejecucion de la tarea. As, los docentes en formacion mejoran su argumentacion
cuando resuelven la tarea en la secuencia MA{MD. En el estudio piloto, la secuencia MD{MA no da
buenos resultados. En ausencia de una tecnica algebraica consolidada, el modelo dinamico ejerce de
distractor, provocando resoluciones anomalas de los estudiantes. El estudio piloto no apoya la conjetura
de que el modelo dinamico facilita per se el acceso a nuevas tareas, y refuerza la hipotesis de que los
estudiantes requieren de un esquema de accion previo a la instrumentalizacion ecaz del artefacto.
5En el Anexo A se presenta una situacion didactica para el aprendizaje de un topico geometrico,
realizada con ni~nos de 9{10 a~nos. En esta experiencia, los ni~nos alcanzan su lmite de maestra aritmetica
en un problema de optimizacion de areas con permetro conocido, en soporte de \lapiz y papel", siguiendo
un dise~no de fases de accion, formulacion y validacion. A continuacion, los ni~nos manipulan un modelo
dinamico en un momento de exploracion para obtener resultados numericos inalcanzables, para ellos,
por vas aritmeticas y algebraicas. Las conclusiones de esta experiencia de aprendizaje son coherentes
con los resultados de la experimentacion, con relacion a la secuencia MA{MD.
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8.2. Idoneidad didactica del proceso de estudio
La idoneidad didactica sirve para analizar un proceso de estudio doble de clase. Aqu,
el objetivo del analisis de la idoneidad trata las respuestas dadas por los estudiantes
a la resolucion de una situacion-problema para la que no han tenido una instruccion
previa, pero para la que disponen de conocimientos previos sucientes para afrontar su
resolucion. Estos conocimientos previos se han detallado en la seccion 6.2.1.
En este sentido, la situacion planteada a los estudiantes tiene su encaje temporal
en la secuencia de las unidades didacticas del centro educativo. La experimentacion se
realiza, en funcion del centro educativo, entre los meses de noviembre y marzo. De esta
forma, el momento de realizacion de las sesiones en cada centro se ha consensuado con
los docentes titulares del centro, respetando el desarrollo del currculo en ese centro y
asegurando el encaje temporal con respecto a los conocimientos previos previstos en la
experimentacion.
El dise~no de la experimentacion aporta como elemento novedoso la utilizacion de
un medio material y de unos instrumentos que dieren de los habituales en los cen-
tros de Educacion Secundaria, que condicionan la idoneidad didactica en las distintas
dimensiones.
8.2.1. Dimension ecologica
El analisis de la tarea propuesta indica una idoneidad ecologica alta en el proceso
de estudio. Las directrices curriculares de la etapa de ESO explicitan que los contenidos
del topico \resolucion de ecuaciones" tienen una presencia nuclear dentro del bloque de
contenidos algebraicos en 4o ESO. Estos contenidos estan presentes en la implementacion
y el desarrollo de la situacion.
La actividad de los estudiantes se ha monitorizado y evaluado atendiendo al tipo de
resolucion, los comportamientos mostrados, y adecuacion y correccion de los argumentos
empleados para justicar los resultados obtenidos. La evaluacion de la actividad de los
estudiantes responde a una necesidad de la investigacion: no se trata de una evaluacion
de proceso o nal, sino competencial, es decir, de evaluacion de las competencias de los
estudiantes explicitadas en el currculo de Educacion Secundaria.
En las fases de formulacion de la situacion se requiere a los estudiantes que dejen una
constancia argumental del proceso que han realizado y de la validacion que han realizado
de su proceso, en terminos de tratamiento y conversion, al trasladar informacion entre
soportes materiales. Estas fases fomentan la integracion del lenguaje natural y simbolico,
y la responsabilidad matematica de los estudiantes.
La situacion contempla el uso de modelos dinamicos, en concordancia con las directri-
ces curriculares, que establecen el uso de instrumentos informaticos, llegando a explicitar
el uso del software de geometra dinamica, pero sin nombrar un programa especco. La
integracion de los soportes \lapiz y papel" y \software dinamico" y la transcripcion
de informacion de un soporte a otro, incrementa el potencial de los instrumentos, en
comparacion al uso exclusivo del medio informatico (seccion 2.2.5).
8.2.2. Dimension epistemica
El analisis de la tarea propuesta indica una idoneidad epistemica alta. La situacion
o el problema que se presenta a los estudiantes ampla y complementa las propuestas
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habituales en los centros educativos, en los que los procesos algebraicos de resolucion
predominan sobre otras tecnicas de resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones.
De esta forma, los contenidos algebraicos se integran con contenidos de tipo funcional y
analtico, que permiten un mayor control de la actividad matematica.
La situacion requiere en su discusion la integracion de enunciados y procedimientos
fundamentales del topico \resolucion de ecuaciones". El proceso de resolucion requiere
la integracion de los procesos unitarios \resolucion de sistemas de ecuaciones lineales" y
\resolucion de la ecuacion de segundo grado", en el sistema \resolucion de sistemas de
ecuaciones no lineales", con coecientes que pertenecen a los conjuntos de los numeros
enteros y racionales.
La resolucion de la tarea propuesta supone un reto para el estudiante. En efecto,
la tarea propuesta no forma parte una tarea de ejercitacion, ni se resuelve de forma
mecanica por el estudiante. El estudiante no ha recibido una instruccion previa en el tipo
de tarea que tiene que resolver. Con ello, en la situacion se asegura la problematizacion
del saber. Ademas, el estudiante no esta habituado a utilizar el software de geometra
dinamica en clase de matematicas, y la interaccion con el medio material (toma de
decision y feedback sobre el instrumento GeoGebra) supone, asimismo, un reto para el
estudiante.
Algunas de las herramientas que incluye el software de geometra dinamica son des-
conocidas para el estudiante. Por ejemplo, el estudiante no conoce, y debe negociar con
el docente, un signicado para los deslizadores del modelo dinamico. Estos deslizadores
representan los parametros que aparecen en las expresiones generales de las familias de
ecuaciones y de funciones, y la negociacion sobre su signicado permite a los estudiantes
progresar hacia los niveles de algebrizacion avanzados (del nivel 3 al nivel 4). De esta
forma, el docente genera condiciones para que se pueda atender a la memoria didactica
del aula, cuando en etapas posteriores se reera al instrumento deslizador, con relacion a
la interpretacion y manipulacion de parametros en ecuaciones y sistemas de ecuaciones.
En la situacion, los distintos objetos matematicos (lingusticos, conceptos, proposi-
ciones, procedimientos y argumentos) se relacionan y conectan entre s, y se identican y
articulan distintos signicados (algebraicos y gracos) que intervienen en la practica ma-
tematica. De esta forma, se promueve el tratamiento y la conversion de los signicados
matematicos en distintos soportes (seccion 3.3).
8.2.3. Dimension afectiva
Por regla general, los estudiantes tienen preferencia hacia las sesiones dinamicas,
en las que las decisiones se ejecutan dentro de un cierto ritmo. La percepcion que el
estudiante medio tiene de una clase de matematicas en Educacion Secundaria dista
de ser calicada como \rtmica". El aprendizaje de las materias cientcas tiene un
componente importante de reexion, que pausa el ritmo con el que el estudiante avanza
en la adquisicion de nuevos conocimientos. Ademas, la materia de matematicas es central
en el currculo de Educacion Secundaria, y lo natural es que se programen cuatro sesiones
semanales.
Por ello, toda sesion de matematicas que salga de la monotona habitual genera in-
teres en el estudiante, y es a priori fuente de motivacion. El proceso de estudio propuesto
a los estudiantes se desarrolla parcialmente en el aula de ordenadores, es decir, fuera
del medio material ordinario, y genera interes en el estudiante por ser novedoso e inha-
bitual. A estas motivaciones hay que a~nadir el uso del ordenador. Los estudiantes son,
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hoy en da, nativos digitales, por lo que toda actividad que se desarrolle con elementos
tecnologicos y pantallas tiene interes per se.
En el desarrollo de la experimentacion no se hace distincion alguna entre estudiantes,
y en la fase de formulacion todas las opiniones y justicaciones se valoran por su vala.
Los estudiantes saben que deben rmar su trabajo, pero esta medida se utiliza unica-
mente como incentivo en el desarrollo de la tarea y para que los estudiantes se esfuercen.
Sin embargo, saben que no perderan el anonimato con el resto de sus compa~neros.
El dise~no de la situacion dispone de mecanismos para que el estudiante realice una
autovaloracion de los argumentos que propone. De esta forma, se hace hincapie en la res-
ponsabilidad y la perseverancia, y se promueve que el estudiante se involucre y participe
en la actividad que se le propone.
La situacion permite al estudiante realizar conexiones entre los distintos objetos
matematicos que participan en la tarea, enlazando distintos aspectos de las matemati-
cas involucradas. Pese a ello, la idoneidad afectiva del proceso implementado se puede
considerar media.
En efecto, la situacion es adecuada para que el estudiante argumente sobre las rela-
ciones internas de las matematicas involucradas, pero no contesta a la presunta habitual
del estudiante: >para que sirven las matematicas? Es decir, la situacion no esta dise~nada
para poner en relacion las matematicas con una utilidad directa en la vida cotidiana o
en un contexto laboral.
El refuerzo de la dimension afectiva del proceso de estudio pasa, en parte, por enlazar
las relaciones intramatematicas con aspectos de la vida cotidiana, para que el estudiante
no rechace unos contenidos matematicos que no interpreta como \reales". De esta forma,
se evita el rechazo o la fobia hacia las matematicas, y se promueve la autoestima del
estudiante. Atendiendo al componente emocional del proceso de estudio, cabe recordar
que durante las sesiones en aula de ordenador (MD) se observan situaciones de bloqueo
afectivo (seccion 7.3.1). En particular, a la hora de manipular el modelo dinamico, se
identican las emociones de verguenza, apuro, miedo al ridculo o al \que diran".
8.2.4. Dimension interaccional
La situacion tiene un componente adidactico (Brousseau, 2007) esencial, en el sentido
de que no existe una instruccion previa en el manejo del modelo dinamico. Ya que los
estudiantes deben interpretar sus acciones segun las respuestas del medio matematico
antagonista (Bloch, 1999).
Los docentes titular y auxiliar exponen el objetivo de la tarea al principio de cada
sesion, junto con unas indicaciones de las tecnicas y de los recursos de los que disponen
para realizar la misma (seccion 7.2.3). En este sentido, ambos docentes relacionan los
contenidos matematicos de la actividad con el tema de estudio, enfatizando los elementos
clave para la resolucion de la tarea.
La interaccion entre estudiantes y docentes es uida en todo momento. Al principio
de la sesion, el docente aclara cualquier duda que los estudiantes puedan tener acerca
de la consigna o la manipulacion de los distintos soportes. Una vez iniciada la sesion,
vuelven a surgir conictos de tipo epistemologico, cognitivo o mediacional, y el docen-
te responde en todo momento a los requerimientos del estudiante. La negociacion del
signicado de los deslizadores, y la representacion decimal en el modelo dinamico de
coecientes fraccionarios provenientes de calculos algebraicos en papel, son ejemplos de
esta interaccion (seccion 7.3.1).
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A pesar de que las interacciones entre docentes y estudiantes son uidas, la actividad
de los estudiantes es autonoma e individual. Las consignas de la situacion no incluyen
unas directrices o una secuencia concreta de utilizacion de las herramientas del soft-
ware, y tampoco hay una intencion directa de instruccion informatica: no se requiere
al estudiante la creacion de un modelo ni se le presuponen conocimientos informaticos
previos (seccion 1.2). El estudiante es un \usuario" del modelo dinamico, un usuario que
instrumentaliza el modelo dinamico en un momento de exploracion (seccion 2.2). Esta
manipulacion permite al estudiante realizar conjeturas, investigar propiedades y validar
el resultado obtenido. Estas son caractersticas de la situacion adidactica (Brousseau,
2007), en la que los estudiantes asumen la responsabilidad de su aprendizaje. A su vez,
por el dise~no de la situacion y por el objetivo de la experimentacion, la actividad de los
estudiantes es principalmente autonoma.
La ausencia de dialogo entre los estudiantes se debe entender e interpretar dentro
del dise~no de la experimentacion. Llegados a este punto, hay que poner de relieve la
importancia de la efectividad de las intervenciones, antes de la cantidad. En el analisis
de los resultados (seccion 8.1.3) se ha explicado como en el marco del contrato didactico
de imitacion o reproduccion formal, el docente interpreta la ausencia de \activismo"
como una perdida de tiempo injusticable en la gestion del tiempo del aula.
La situacion no contempla momentos de discusion en grupos medianos o grupo gran-
de, en los que cada estudiante deba convencer a sus compa~neros de la validez de su
argumento por medio de una argumentacion oral. En su lugar, estos momentos de for-
mulacion se realizan por escrito y van dirigidos al docente. Es decir, el requerimiento al
estudiante consiste en convencer al docente y a si mismo valiendose de argumentos ma-
tematicos, que necesariamente pasan por una instrumentalizacion del modelo dinamico,
de la vista graca y del medio material GFC. Con este dise~no de fases se fomenta la
responsabilidad matematica de los estudiantes en la toma de decisiones en sus acciones
y propuestas.
El dise~no de la experimentacion esta enfocado al analisis de los comportamientos de
los estudiantes, y no contempla momentos de atencion a la diversidad. Por ello, no existen
mecanismos que favorezcan la inclusion de estudiantes con dicultades en la mecanica
del grupo. Ademas, la duracion de las actividades se limita a dos sesiones, hecho que
no permite la observacion sistematica del progreso cognitivo de los estudiantes, ni una
evaluacion de proceso. Por estas razones, la idoneidad interaccional se considera media.
8.2.5. Dimension cognitiva
Desde el punto de vista del lenguaje, el problema es adecuado para el estudiante,
que conoce los elementos verbales (aritmeticos, algebraicos, geometricos y funcionales),
gracos (eje cartesiano) y simbolicos (uso de variables y representacion de ecuaciones)
del problema (seccion 5.2). El enunciado del problema es claro, y el estudiante conoce las
deniciones y los procedimientos necesarios para resolver el problema, que se detallan
en los conocimientos previos (seccion 6.2.1). El lenguaje empleado en la tarea es, pues,
adecuado para el nivel de los estudiantes.
Ademas, el dise~no de la situacion y la eleccion del momento de implementacion en
cada centro aseguran que los alumnos disponen de los conocimientos previos necesarios
para la ejecucion de la tarea (seccion 6.2.1); a saber, esencialmente: procedimientos
de resolucion de ecuaciones de segundo grado y sistemas de ecuaciones, representacion
graca de funciones anes y operaciones en el campo numerico racional.
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De esta forma, y a pesar de que en la experimentacion la tasa de exito no ha si-
do total en ninguna de las tareas, se constata que y la instrumentacion del modelo
dinamico permite al estudiante alcanzar los contenidos pretendidos, es decir, la resolu-
cion de sistemas de ecuaciones no lineales. La situacion se desarrolla siguiendo fases de
accion o toma de decision y fases de formulacion o comunicacion, y contribuyen a que
el estudiante construya un signicado personal del contenido emergente. La situacion
promueve, ademas, momentos en los que el estudiante debe interpretar conjuntamente
expresiones algebraicas y gracas, y en las que debe argumentar sobre la validez de su
produccion. En este sentido, el modelo dinamico ofrece al estudiante instrumentos para
el control de su propuesta, en terminos de validacion interna (Brousseau, 2007). Todo
ello garantiza la apropiacion de los conocimientos pretendidos.
El objetivo de la experimentacion consiste en el analisis de los comportamientos y
la forma en la que los estudiantes resuelven la tarea propuesta. Gracias a las variables
internas del estudio se ha evaluado la comprension conceptual y proposicional que el
estudiante tiene de los objetivos de la tarea. Ademas, las fases de formulacion garantizan
la evaluacion de la competencia comunicativa y argumentativa. Ademas, la integracion
de soportes permite avanzar en la comprension de la situacion, y los procedimientos se
integran en varios soportes, ayudando a su interpretacion y comprension.
Los indicadores de idoneidad cognitiva indican una idoneidad cognitiva media. El
proceso de estudio consta de dos sesiones, en las que no se preven actividades de am-
pliacion y refuerzo, para asegurar el acceso al logro (la adquisicion de los conocimientos
pretendidos) de todos los estudiantes.
En este sentido, y debido al dise~no de la experimentacion, no se han realizado obser-
vaciones sistematicas del progreso cognitivo de los estudiantes. Tampoco entra dentro
de los objetivos del estudio la evaluacion de los objetivos de aprendizaje dentro de una
evaluacion de proceso de los estudiantes.
La integracion normalizada de la practica matematica en aula de ordenador debe
permitir esta evaluacion de proceso, para que la evaluacion tenga en cuenta los \distin-
tos niveles de comprension y competencia de los estudiantes", y los \resultados de las
evaluaciones se difundan y se puedan usar en la toma de decisiones" en el marco del
centro educativo (Godino, 2011, 10).
8.2.6. Dimension mediacional
La idoneidad mediacional se considera alta. Los materiales utilizados integran el uso
de software y el soporte de \lapiz y papel". A partir de estos soportes, la situacion se
analiza en funcion de distintos modelos (algebraico, analtico-funcional y graco), que
permiten la visualizacion del sistema de objetos matematicos presenten en el problema.
La manipulacion conjunta de distintos modelos matematicos del problema, favorece
la introduccion del lenguaje, de los procedimientos y de las argumentaciones que requiere
la resolucion de la tarea. As, las deniciones y las propiedades se contextualizan en el
modelo dinamico, que a su vez, sirve de instrumento para introducir la nocion novedosa
de parametro, con relacion a los deslizadores del modelo dinamico.
El proceso de estudio contempla dos sesiones, y ambas se desarrollan en dos desdobles
cada una. Se habilitan dos aulas separadas, que se emplean de forma simultanea, con un
profesor titular y otro auxiliar. Todo ello permite optimizar las condiciones del aula y el
numero de alumnos, para asegurar el correcto desarrollo de los procesos instruccionales
pretendidos.
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Tal como se ha adelantado en la discusion de los resultados (seccion 8.1), la expe-
rimentacion se desarrolla entre los meses de noviembre y marzo, en funcion del centro
educativo. Las fechas empleadas en cada grupo corresponden al momento concreto en
el que los estudiantes han desarrollado los contenidos previos que requiere la situacion,
atendiendo a la programacion curricular del centro. En cada centro, las dos sesiones se
desarrollan de forma consecutiva, y se seleccionan, dentro del horario lectivo, las sesiones
que facilitan el desplazamiento de los estudiantes del aula ordinaria (donde se desarrolla
la sesion MA) al aula de ordenador (sesion MD).
Ante posibles incidencias de tipo informatico, el aula de ordenador se revisa antes
de cada sesion. El docente auxiliar comprueba los equipos y asegura el correcto funcio-
namiento de la version y de los complementos del software de geometra dinamica.
El tiempo dedicado a cada sesion es suciente para el desarrollo de al menos la
primera tarea: en la sesion MD, todos los estudiantes realizan la tarea T1; en la sesion
MA, realizan la tarea T4. La tasa de ejecucion de estas dos tareas es maxima con relacion
a la muestra, y se toman por ello, como referencia en el contraste de hipotesis. De forma
adicional, las tareas T2 y T3, y la tarea T5, aseguran un numero suciente de tareas
en cada sesion. Esto permite a los estudiantes aanzar y consolidar las acciones, los
procedimientos y los argumentos pretendidos y objeto de estudio.
Idoneidad didactica global
En resumen, las dimensiones epistemica, ecologica ymediacional destacan en el anali-
sis por tener un nivel alto de idoneidad en el proceso de estudio. Segun este analisis, el
nivel de idoneidad en las dimensiones cognitiva, afectiva e interaccional en el proceso de
estudio es media. La gura 8.1 representa esta situacion.
Figura 8.1: Idoneidad didactica del proceso de estudio.
En analisis de los resultados y el analisis global de la idoneidad didactica permiten
perlar implicaciones para la ense~nanza que seran descritas en el ultimo captulo de
conclusiones.
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Sntesis, conclusiones y cuestiones
abiertas
Breve resumen
Se realiza en este captulo una breve sntesis de los aspectos teoricos mas relevantes de
este trabajo y su relacion con los resultados de la experimentacion. En las conclusiones se
describe un esquema para el dise~no de procesos de aprendizaje del topico \resolucion de
ecuaciones" que optimiza el proceso de estudio. Se termina con una serie de cuestiones
abiertas que marcan el camino a seguir en futuras investigaciones.
Laburbilduma
Kapitulu honetan lan guztian zehar jorratu diren aspektu teorikoen sintesi laburra egi-
ten da. Aztertzen da, baita ere, aspektu teoriko horiek esperimentazioko emaitzekin du-
ten lotura. Ondorioetan aurkeztu egiten da \ekuazioen ebazpena" ikasgaiaren ikaskuntza
prozesuak optimizatzen dituen diseinurako eskema bat. Amaitzeko, galdera irekiak ze-
rrendatu dira, eta etorkizuneko ikerketetan jarraitu beharreko bidea zein den adierazi
da.
Short summary
This chapter summarizes the theoretical aspects of previous chapters. The theoretical as-
pects have relations to results of the experimental process. The conclusion is an outline
for the design of a situation that optimizes the learning process for the topic \equa-
tion solving". To conclude, we present some unanswered questions that require future
investigations.
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En la introduccion de este trabajo se justica que la actividad matematica escolar se
debe basar en la actividad humana. En este sentido, la actividad escolar debe ser rica en
lenguaje, nociones, procesos y argumentos, y el dise~no de situaciones y la organizacion
del medio material deben contemplar una variedad de soportes que ayuden a integrar
los distintos conocimientos matematicos.
La ense~nanza y el aprendizaje del topico \resolucion de ecuaciones e inecuaciones"
no esta libre de este enfoque. Las tecnicas de resolucion, la terminologa que se requiere
para manipular las expresiones matematicas involucradas y los argumentos empleados,
requieren de una variedad de contextos y situaciones que den sentido a estos procesos y
permitan a los estudiantes dotar de signicado personal a la practica matematica, con
el condicionante de los distintos soportes materiales, como por ejemplo, \lapiz y papel"
o \software de geometra dinamica".
En la ense~nanza tradicional no se contempla la utilizacion del software, a pesar de
las utilidades que tiene para los estudiantes como instrumento de control, o como ins-
trumento de exploracion en situaciones novedosas. En lugar de recurrir a soportes e
instrumentos variados, la ense~nanza tradicional se ha basado durante largo tiempo en
un unico soporte: \lapiz y papel". La utilizacion en exclusiva de este soporte material ha
contribuido a la proliferacion de decisiones docentes que, en un principio, tienen por ob-
jetivo la mejora de los procesos de ense~nanza y el acceso del estudiante al conocimiento,
pero generan en la practica fenomenos didacticos. Por ejemplo:
1. El adelanto sistematico de contenidos. El docente toma la decision de adelantar
un contenido procedimental que presenta al estudiante con la ilusion de que cuan-
to antes empiece este a trabajar dicho contenido, mejores resultados obtendra \a
futuro". Sin embargo, atendiendo al desarrollo cognitivo del estudiante, a sus cono-
cimientos previos y la posible ausencia de un campo de aplicacion del conocimiento,
esta decision puede no estar justicada. Ademas, otro fenomeno acompa~na en oca-
siones esta decision, a saber, el docente entra en una espiral propedeutica en la
que cada conocimiento matematico se explica, unicamente, como previo a otro co-
nocimiento de \orden superior", desatendiendo su aplicacion y contextualizacion,
y su utilidad en el nivel en el que se introduce. As, oculta para el estudiante la
pertinencia del aprendizaje de un objeto matematico y su justicacion, y se com-
promete, en denitiva, la construccion del estudiante de un signicado personal
que sea ecaz y estable.
2. La atomizacion de contenidos algebraicos. El docente organiza el curso de forma
que los procedimientos se presentan de forma aislada. Esta decision se justica,
muchas veces, en terminos de gestion del tiempo, o bajo la ilusion de que la ecacia
en el manejo simbolico aislado posibilita su maestra en situaciones complejas. Sin
embargo, esta decision provoca la desarticulacion de los distintos conocimientos
algebraicos, y la ausencia de medios de control en las propuestas de los estudiantes.
Las decisiones docentes asentadas en estas bases forman parte de la epistemologa
espontanea del profesor, y provocan, nalmente, un fenomeno de irresponsabilidad ma-
tematica, como se ha mostrado en la discusion de los resultados. De hecho, estos fenome-
nos encuentran una base solida en las fundamentaciones teoricas del uso de instrumentos
en la practica matematica escolar y en el modelo didactico que integra elementos de la
TSDM y el EOS. En particular, se observa que:
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La gestion del medio material \software de geometra dinamica" debe conceder
tiempo al momento de exploracion por un modelo dinamico. El uso del modelo
dinamico y la obtencion de informacion del mismo no son transparentes para el
estudiante, y se requieren fases de accion (para que el estudiante pueda obtener
la necesaria retroalimentacion del modelo en la toma de decisiones) y fases de
formulacion (para que el estudiante comunique y valide sus decisiones, y se acopie
de los objetos matematicos involucrados para su uso en futuras practicas).
El orden utilizacion de los distintos soportes en relacion al topico \resolucion de
ecuaciones" provoca distintas respuestas por parte del estudiante. El conocimiento
de las caractersticas de unas y otras respuestas permite adoptar criterios que
optimizan los dise~nos instruccionales en estos soportes.
A da de hoy, los estudiantes son nativos digitales y estan habituados al empleo
de multiples recursos tecnologicos con pantallas tactiles (moviles, tabletas, etc.). Sin
embargo, la instrumentacion de una herramienta tecnologica particular en la practica
matematica requiere de una instruccion previa y de un esquema de accion instrumenta-
da; su uso en la practica matematica no es natural y transparente para el estudiante. Es
primordial que el dise~no del modelo dinamico se ci~na a aspectos matematicos, y que la
instruccion en el manejo del software no se realice en subordinacion a la maestra tecnica
o informatica del estudiante, para evitar un fenomeno de deslizamiento metacognitivo.
Por ello, la clasicacion que la literatura clasica hace de los distintos modelos dinami-
cos (en relacion al nivel de maestra informatico del estudiante) debe ser revisado. En su
lugar, los modelos dinamicos se deben clasicar en funcion de la relacion instrumental
del estudiante con el modelo. En este trabajo, se presenta una clasicacion en la que se
toma como referencia los momentos de la practica matematica en los que es pertinente
la utilizacion de un modelo dinamico: la exploracion, la ilustracion y la demostracion.
El medio material \software de geometra dinamica" aporta representaciones osten-
sivas dinamicas de objetos matematicos. La manipulacion de estos objetos dinamicos
en un modelo permite el estudio agil de un gran numero de casos particulares (exten-
sivos), facilitando la demostracion inductiva de propiedades matematicas, y superando
el contrato de ostension (Braousseau, 2007). De esta manera, la ausencia de contra-
ejemplos permite avanzar en la construccion de elementos genericos (intensivos), y en la
demostracion deductiva de propiedades. Se avanza, as, en la idealizacion (representacion
no ostensiva) de los objetos matematicos. En particular, el software dinamico permite
progresar hacia el nivel 4 de algebrizacion en la Educacion Secundaria6.
Los elementos matematicos que participan en las construcciones dinamicas se enla-
zan entre s de dos maneras fundamentales: a partir de una estructura de dependencia
cronologica; y por la relacion que las distintas representaciones guardan entre s en fun-
cion de las vistas algebraica, graca, CAS, hoja de calculo, etc. Estas representaciones y
sus relaciones internas facilitan la construccion de un signicado personal por parte del
estudiante, en terminos de tratamiento y conversion. De esta forma, en los momentos de
exploracion, los estudiantes asignan signicado personal a los objetos matematicos del
6Esta armacion se puede extender, en realidad, a la Educacion Primaria. En el Anexo A se presenta
una situacion didactica que permite progresar, a partir de un nivel 0, hacia los niveles 1 y 2 de algebri-
zacion: la manipulacion de objetos geometricos por la accion de arrastre y la consecuente modicacion
de valores (distancias, permetros, areas, etc.) muestra a los ni~nos el valor cambiante de una variable,
antes incluso de la codicacion de la misma a partir del lenguaje simbolico algebraico.
Instrumentacion con GGB e idoneidad didactica en la resolucion de sistemas de ecuaciones
278 Conclusiones
modelo; a continuacion, el docente tiene en sus manos instrumentos para instituciona-
lizar el conocimiento, en un momento de ilustracion o en un momento de demostracion
formal.
En la experimentacion se aportan resultados que permiten observar la manera en la
que los estudiantes integran procedimientos algebraicos unitarios en sistemas complejos.
El analisis de los resultados permite aclarar, a su vez, el papel que juegan los soportes
materiales \software de geometra dinamica" (en la sesion MD) y \lapiz y papel" (en la
sesion MA) en la integracion de estos procesos.
Dimension epistemologica
Las situaciones o problemas que motivan la necesidad de resolver una ecuacion deben
tener su origen en circunstancias cercanas al estudiante. En ellas se debe promover la
transcripcion de los distintos elementos lingusticos, en contextos geometricos y funciona-
les. Se deben proponer, asimismo, situaciones en las que los estudiantes deban realizar
una discusion y controlar sus producciones, responsabilizandose matematicamente de
ellas.
A pesar de la importancia y efectividad de los procedimientos algebraicos, no se
deben abandonar otras tecnicas, como por ejemplo, aquellas que persigan la obtencion
de un valor inicial aproximado o que aportan aproximaciones sucesivas de las soluciones,
a partir de un analisis basado en propiedades de las funciones asociadas a los sistemas
de ecuaciones y de sus funcionales o lineales de los sistemas de ecuaciones y de sus
relaciones en tanto que objetos de un sistema.
La integracion de nociones incide en la comprension de la tarea por el estudiante.
Este tiene a su disposicion una variedad de representaciones verbales y gracas que
complementan los signicados simbolicos. Todos estos elementos sirven al estudiante de
instrumento para controlar sus propuestas en la practica matematica. Un mayor control
sobre su propuesta implica, ademas, una mayor responsabilidad.
En este sentido, el software dinamico permite introducir los objetos matematicos
relativos a funciones y al medio material Graco Cartesiano de Funciones dentro de una
actividad fundamentalmente algebraica. Ademas de aportar elementos para la cons-
truccion de un signicado personal en terminos de tratamiento y conversion, permite
progresar en los niveles de algebrizacion. En la etapa de Educacion Secundaria, la herra-
mienta deslizador juega el rol de un parametro en expresiones funcionales y algebraicas,
anticipando el uso de parametros. Se representa, as, una ecuacion o una funcion en
relacion a la familia que la genera. Se avanza, pues, hacia el nivel 4 de algebrizacion.
El uso exclusivo del soporte clasico de \lapiz y papel", carga las practicas matemati-
cas institucionales de un fuerte componente procedimental: se aplican \recetas" o tecni-
cas algebraicas atomizadas. Los estudiantes aplican estos procedimientos algebraicos
sin un proceso de reexion: no se comprueban los calculos por instrumentos de control
aritmeticos o algebraicos, y no se valida el resultado por medios gracos. La inuencia de
los procedimientos algebraicos se ltra al medio material \software de geometra dinami-
co". El modelo dinamico no se usa para prever la existencia de soluciones o anticipar
su naturaleza, en un momento de exploracion. El procedimiento algebraico se antepone
a otras estrategias numericas incluso en el soporte de \lapiz y papel": por regla gene-
ral, los estudiantes obtienen el resultado obtenido por un procedimiento mecanizado,
y no lo comprueban por medio de estrategias aritmeticas; en particular, el estudiante
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que obtiene una solucion numerica coincidente en ambas ecuaciones no identica este
resultado como una solucion valida al sistema, a no ser que venga acompa~nada de una
manipulacion algebraica de terminos.
En la practica institucional, las tecnicas algebraicas se exponen y ejemplican a
partir de ejercicios con coecientes naturales o enteros. Los estudiantes conocen las no-
ciones numericas y las operaciones relativas al conjunto de los numeros racionales. Sin
embargo, la practica matematica escolar se articula en torno a los numeros enteros. La
consolidacion de una tecnica algebraica debe pasar por su uso y aplicacion en los con-
juntos numericos propios de la etapa educativa. As, para que los estudiantes aprendan
a resolver problemas en el campo numerico racional, es necesario su manejo estable en
tareas complejas, en distintos contextos, no restringiendolo a una determinada leccion
del a~no escolar; a saber, aquella relativa al conjunto de los numeros racionales. Con
otras palabras, no se debe evitar el envite epistemologico que supone el uso contextual
y extenso de los distintos conjuntos numericos.
La consolidacion de la tecnica algebraica en todos los conjuntos numericos conocidos
por el estudiante tiene benecios para el estudiante. Una vez que domina la tecnica
algebraica, el estudiante hace una mejor gestion del tiempo y es mas ecaz en la apli-
cacion de una heurstica para la resolucion de un problema. A su vez, la aplicacion de
una tecnica consolidada facilita la argumentacion correcta y coherente, y la validacion
de una propuesta en un momento de exploracion.
As, el modelo dinamico aporta a la conguracion de objetos y procesos algebraicos
elementos funcionales gracos, y estos elementos son fundamentales para que el estudian-
te ejerza un control de su produccion algebraica. A su vez, en el momento de exploracion
de un problema con un modelo dinamico, el estudiante adquiere una mayor comprension
de la tarea y aplica a continuacion la tecnica algebraica con mayores probabilidades de
exito en la obtencion de una resolucion completa.
Dimension cognitiva
Los resultados indican que en tareas de resolucion de ecuaciones, los estudiantes
aplican directamente procedimientos algebraicos estandarizados. El lenguaje simbolico
predomina sobre los lenguajes verbal y graco. En la resolucion, los estudiantes uti-
lizan nociones de operaciones algebraicas y la solucion se obtiene por manipulaciones
algebraicas de monomios en ambos lados de la igualdad. Los estudiantes dominan estas
operaciones en monomios con coecientes enteros, pero muestran errores reproducibles
al ampliar el conjunto numerico al racional.
Por regla general, los procedimientos algebraicos se aplican sin ningun tipo de control.
Antes de emprender la resolucion por calculos aritmeticos y algebraicos, los estudiantes
no recurren a argumentos que justiquen la existencia de la solucion o el numero de
soluciones. Una vez comienza el proceso de resolucion, no se emplean medios aritmeticos
para comprobar la correccion de los calculos. Tampoco se emplean instrumentos de
control graco o de otro tipo.
El analisis de los comportamientos de los estudiantes en la experimentacion permi-
te concretar la inuencia del medio material en las respuestas de los estudiantes. En
la dimension cognitiva, y a la hora de resolver tareas de resolucion de ecuaciones, los
estudiantes muestran distintos comportamientos y ponen en juego distintas practicas,
objetos y procesos, en funcion del soporte material empleado y su secuencia de utiliza-
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cion:
Secuencia MA{MD. Los estudiantes que trabajan previamente la tecnica algebrai-
ca en un soporte tradicional, instrumentalizan de forma ecaz el modelo dinamico,
y son capaces de validar de forma coherente la solucion que proponen. La conso-
lidacion de una tecnica algebraica ofrece al estudiante ciertas ventajas: rapidez y
ecacia en procedimientos auxiliares y en tareas de consolidacion; se evita la eva-
luacion heurstica de todos los pasos en una resolucion. Esto permite al estudiante
dedicar mas tiempo y esfuerzo a otros requerimientos. As, instrumentalizan mejor
el modelo dinamico, validando las soluciones algebraicas o identicando el error
en su solucion. Ademas, las soluciones son homogeneas y las argumentaciones co-
rrectas en mayor medida. Es decir, el estudiante avanza en la adquisicion de un
esquema de accion instrumentada.
Secuencia MD{MA. Los estudiantes que manipulan un modelo dinamico en un
momento de exploracion de forma previa al uso del soporte tradicional, adquieren
una comprension de la tarea que les facilita la obtencion de soluciones algebraicas
completas en el soporte tradicional. Es decir, la comprension de la tarea permite al
estudiante aplicar de forma ecaz la tecnica algebraica, una vez se pasa al soporte
tradicional.
La constatacion de que las producciones de los estudiantes dieren en funcion del
medio material empleado permiten la articulacion de una propuesta que optimiza el
proceso de estudio, en funcion de los objetivos del mismo (dimension de ense~nanza).
Dimension de ense~nanza
La ausencia de instrumentos de control tiene su fundamento en ciertos fenomenos
didacticos que producen efectos que distorsionan la organizacion de las ense~nanzas en
Educacion Secundaria:
Contrato de imitacion o reproduccion formal, que fomenta la aplicacion de \rece-
tas" y procedimientos estandarizados.
Adelanto sistematico de contenidos, que no se justica atendiendo al desarrollo
cognitivo de los estudiantes.
Atomizacion de contenidos y procedimientos, que contribuye a generar una con-
cepcion \propedeutica" de la ense~nanza de las matematicas.
Estos factores ayudan a perpetuar la irresponsabilidad matematica en los estudian-
tes. Ademas, en la dimension de ense~nanza, los procesos de instruccion de \resolucion
de ecuaciones" estan fuertemente condicionados por la interpretacion del currculo que
se hace en los centros educativos, y por las creencias de los docentes de matematicas. El
currculo ocial es un documento que se presta a una lectura lineal, en el que los con-
tenidos de \resolucion de ecuaciones" aparecen en primer lugar, antes de cualquier otro
bloque de contenidos, y una lectura supercial del documento puede llevar a una presen-
cia introductoria de estos contenidos, en todos los cursos de matematicas en Educacion
Secundaria.
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Ademas, dentro del contrato de imitacion o reproduccion formal, los docentes valo-
ran positivamente las producciones claras y ntidas de los estudiantes, y estos preeren
aplicar tecnicas fosilizadas, por la seguridad que esto les da a la hora de obtener una
evaluacion positiva del docente. En este contexto, la utilizacion de un soporte material
distinto al clasico es cuestionado por el docente que no lo domina, y transmite al estu-
diante la creencia de que el soporte \software dinamico" no es igual de valido desde el
punto de vista del quehacer matematico escolar.
En el momento de exploracion por un modelo dinamico, el estudiante realiza accio-
nes sobre el medio \software de geometra dinamica" y obtiene retroalimentacion de el,
dentro de una situacion adidactica y en funcion de un contrato en situacion fundamen-
tal o con un componente adidactico esencial. El estudiante no recibe del docente una
instruccion concreta en el manejo del modelo dinamico: la accion didactica se destina
a presentar las consignas y los requerimientos de la tarea, y eventualmente, al acto de
devolucion. El estudiante recurre entonces a la memoria didactica para seleccionar y
aplicar la tecnica algebraica, reenviando entonces la interaccion segun un contrato de
imitacion. Como los requerimientos del docente exceden la resolucion puramente alge-
braica, el estudiante vuelve a la situacion adidactica en cumplimiento de la clausula del
contrato pedagogico segun la cual debe responder a las consignas dadas por el docente
(gura 8.2).
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Figura 8.2: Inuencia del \software de geometra dinamica" en el contrato didactico.
La integracion de soportes materiales es beneciosa desde el punto de vista de la
instruccion matematica, y permite la organizacion ecaz del medio didactico y de los
procesos de aprendizaje de las matematicas. Atendiendo a las dimensiones epistemologi-
ca y cognitiva, el estudiante obtiene distintas mejoras y se relaciona de distinta forma
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con el saber matematico. Estos resultados se convierten en claves con un valor practico
en el dise~no de secuencias de aprendizaje.
Implicaciones para la determinacion de procesos de estudio
El analisis de las dimensiones epistemica y cognitiva enlazan con la dimension de en-
se~nanza, y aportan criterios para el dise~no de propuestas argumentadas. Las propuestas
clasicas consisten en la concatenacion de tecnicas algebraicas cada vez mas complejas y
exigentes, y no contemplan la utilizacion de otro soporte que no sea el de lapiz y papel.
Sin embargo:
La manipulacion previa de un modelo dinamico facilita la obtencion de resultados
algebraicos en una tarea de resolucion de ecuaciones.
La practica previa de una tecnica algebraica facilita la instrumentalizacion de un
modelo dinamico y mejora la correcta argumentacion sobre una situacion ma-
tematica.
As, el dise~no de secuencias y propuestas concretas de ense~nanza y aprendizaje debe
contemplar las siguientes fases:
1. Primera fase. Dentro de una categora de problemas, se instruye al estudiante
en la utilizacion de una tecnica algebraica que permita la resolucion ecaz de la
situacion, y que permita al estudiante consolidar una tecnica algebraica de base.
Una vez que el estudiante llega al umbral de maestra algebraica en el uso de esta
tecnica, se introduce un modelo dinamico de exploracion, que permita al estudiante
avanzar en el analisis de una situacion para la que no tiene una estrategia de
resolucion consolidada. El estudiante instrumentaliza entonces el modelo dinamico
para realizar una argumentacion correcta y coherente sobre la nueva situacion.
2. Segunda fase. En el paso de una categora de problemas a otra categora de nivel
superior, se presenta al estudiante un modelo dinamico para explorar la situacion,
junto con unas indicaciones sobre el uso de una nueva tecnica algebraica, todava no
consolidada. Finalizada la fase de exploracion con el modelo dinamico y en ausencia
del modelo, el estudiante actua con la tecnica algebraica para su consolidacion y
la toma de conciencia de su campo de validez.
Este esquema de implementacion en dos fases es helicoidal, y permite enlazar los
contenidos y objetivos de la materia de matematicas de manera progresiva. La propues-
ta tiene encaje en el marco teorico y es coherente con los resultados obtenidos en la
experimentacion. Por ello, facilita la adquisicion de conocimientos y optimiza el proceso
de ense~nanza y aprendizaje. La gura 8.3 muestra un esquema del proceso de aprendi-
zaje que integra los soportes \lapiz y papel" y \software de geometra dinamica", junto
con los elementos clave identicados en este trabajo.
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Figura 8.3: Idoneidad del proceso de estudio a partir de la integracion de soportes.
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Validacion de hipotesis iniciales
Todas estas consideraciones permiten validar, en distinto grado, las tres hipotesis de
trabajo que se han planteado al inicio de este trabajo:
[H1] Si las nociones funcionales y algebraicas se presentan de forma integrada, entonces
se facilita la comprension de los contenidos de resolucion de ecuaciones.
La integracion de nociones funcionales y algebraicas en procesos de resolucion de
ecuaciones incide positivamente en la capacidad de argumentacion de los estudian-
tes. Los estudiantes muestran una mayor coherencia en sus argumentaciones, y sus
propuestas se asimilan en mayor grado unas con otras (resolucion homogenea).
[H2] Si se utilizan modelos dinamicos en tareas de resolucion de ecuaciones, entonces
los estudiantes mejoran sus resultados.
La utilizacion de un modelo dinamico en un momento de exploracion previo a la
aplicacion de una tecnica algebraica, incide positivamente en la comprension de
la tarea. Los estudiantes aplican de forma ecaz la tecnica algebraica, obtenien-
do resoluciones completas. Sin embargo, la consolidacion de la tecnica algebraica
facilita la instrumentalizacion del modelo dinamico.
[H3] Si se ajusta el uso del software en funcion del tipo de actividad matematica y no en
funcion de la maestra informatica, entonces aumenta la ecacia en la ejecucion
de las tecnicas de resolucion y se adquiere un signicado mas exible de los objetos
matematicos involucrados.
La descripcion del uso de un modelo dinamico en la actividad matematica escolar
en funcion del tipo de actividad matematica que se realiza, es decir, en terminos
de exploracion, ilustracion y demostracion se ajusta de forma mas precisa a las
caractersticas del proceso de estudio, que la descripcion clasica en terminos de
maestra informatica del estudiante.
Cuestiones abiertas
A lo largo de este trabajo no se han podido aportar resultados concluyentes en
relacion a algunos aspectos que han surgido en la experimentacion. En algunos casos, el
dise~no de la propuesta no esta dirigido a contestar esas cuestiones, y se requiere entonces
de un dise~no especco; en otros casos, los resultados obtenidos son insucientes para
poder claricar el aspecto.
1. Error de aplicacion estricta7. A la hora de manipular el modelo dinamico, los
estudiantes atribuyen un sentido erroneo a los objetos funcionales segun su repre-
sentacion literal ostensiva. Por ejemplo, algunos estudiantes se reeren al termino
bx de la parabola como la \pendiente"; en ausencia del termino independiente c,
ese mismo termino es para otros estudiantes la \ordenada en el origen". Ademas,
este error puede tener ramicaciones y estar vinculado a errores que ocurren en el
estudio de la derivada.
7El error de aplicacion estricta se reere a la equivocacion que cometen los estudiantes al identicar
los monomios de una expresion en el orden en el que estos aparecen, sin reexionar sobre la estructura del
monomio. As, por ejemplo, se presenta al estudiante la expresion con terminos invertidos y = n+mx,
y el estudiante los considera en orden de aparicion: n es la pendiente y m la ordenada en el origen.
Aitzol Lasa
Conclusiones 285
As, dada la expresion y = ax2+ bx+ c, >interere la interpretacion del coeciente
a (amplitud de la parabola) con la interpretacion del coeciente 2a (pendiente
puntual de la curva)?
2. La cuestion del genero. A pesar de que el contraste de hipotesis da como resultado
la aceptacion de la hipotesis nula, en la mayora de las variables que miden el
exito o la ausencia de errores en la resolucion una tarea, la proporcion de exito es
superior en el subgrupo femenino. En particular, las variables A1, BN1 y C1, la
tasa de exito en el subgrupo femenino es cercano al 100%, en la resolucion de la
tarea T4, y las producciones del genero femenino son, ademas, mas homogeneas.
>Estos resultados son estables con otra muestras? >Las diferencias observadas de-
nen una lnea de base o pueden atribuirse al azar o a la intencionalidad de la
muestra seleccionada?
3. Errores aritmeticos y algebraicos. Diversos autores constatan que en el paso de la
aritmetica al algebra y en los procesos de generalizacion de propiedades numericas
y simbolicas, el aprendizaje de las reglas de manipulacion algebraicas son pro-
blematicas y chocan con conocimientos numericos previos, generando obstaculos
epistemologicos.
>Que tipo de errores aritmeticos y algebraicos cometidos por estudiantes en la
resolucion de ecuaciones son indicadores de la existencia de un obstaculo epis-
temologico? >Es posible clasicar los errores aritmeticos y algebraicos segun su
origen?
4. Perl del estudiante. En los resultados, el diagrama implicativo aporta informacion
sobre el grado de relacion de las distintas variables internas. Sin embargo, queda
por atender el analisis del arbol de clasicacion, que permitira la clasicacion de
los estudiantes en funcion de sus comportamientos y de los tipos de resolucion que
aportan.
Se podran indicar, de esta manera, las caractersticas de estudiantes en funcion de
su perl: >Que perles de estudiantes hay? >Existe un perl de estudiante algebris-
ta? >Existe un perl de estudiante analista? En caso de que as sea, >cuales son las
caractersticas de cada grupo en cuanto al tipo de resolucion o a la instrumentacion
del modelo dinamico?
5. Ampliacion del campo de aplicacion. Las conclusiones obtenidas en este traba-
jo tienen que ver con la utilizacion de un modelo dinamico en la resolucion de
ecuaciones con una ecuacion lineal y una ecuacion cuadratica.
>Estas conclusiones son validas en un dominio algebraico ampliado? >Son validas
en el ambito de la geometra analtica?
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Anexo A
Una parcela para Txuri
Este trabajo ejemplica una actividad fundamentada en la Teora de Situaciones
Didacticas en Matematicas (TSDM; Brousseau, 2007) para identicar y describir, con la
asistencia de un modelo dinamico, propiedades de guras planas cuyas representaciones
aritmeticas y prealgebraicas exceden los conocimientos previstos de los ni~nos en segundo
ciclo (8-9 a~nos) de Educacion Primaria (EP).
Ribeiro (2013) propone una situacion sobre papel cuadriculado, en el que los ni~nos
construyen guras planas y discuten las propiedades de las mismas, con el objetivo de
obtener la que optimiza el area para un permetro dado. Los conocimientos aritmeticos
de los ni~nos y el trabajo sobre una cuadrcula limitan la actividad a la obtencion del
cuadrado como gura optima, dentro de la familia de cuadrilateros. Sin embargo, el
autor no contempla una actividad matematica mas alla de ese umbral aritmetico.
Se propone aqu una fase de exploracion, una vez que el analisis de las propiedades
alcanza el lmite aritmetico de maestra del ni~no en los soportes fsicos y sobre papel. De
esta forma, el ni~no tiene a su alcance una nueva forma de control sobre sus produccio-
nes escritas, al poder contrastar los resultados obtenidos en distintos soportes y sobre
distintos enfoques de los objetos matematicos involucrados.
El dise~no de esta situacion didactica, cuya puesta en escena se describe en terminos
de accion, formulacion y validacion, tiene por objetivo la ense~nanza de la Geometra
en EP. En particular, la secuencia propone un problema de optimizacion de areas: Una
parcela para Txuri1. El contraste experimental permite concluir que el uso integrado
de materiales manipulables, lapiz-papel y software dinamico posibilita el desarrollo de
una actividad matematica mas rica y compleja que incluye las competencias geometricas
clasicas.
En efecto, en EP los recursos materiales y la actividad mediante lapiz y papel de-
terminan casi por completo la evolucion de los aprendizajes de los ni~nos, y el software
cumple en la actualidad, en general, una funcion marginal en el sistema didactico (Lasa
y Wilhelmi, 2013a). A la hora de resolver problemas geometricos, existen tres momentos
en los que la utilizacion de GeoGebra es pertinente: exploracion, ilustracion y demostra-
cion de una propiedad geometrica (Lasa y Wilhelmi, 2013b). En particular, GeoGebra
cumple la funcion de instrumento tanto en el desarrollo de demostraciones matematicas
como en la resolucion de problemas matematicos.
1Txuri es un nombre de perro comun en vasco, idioma coocial en la region donde se ha realizado la
experiencia. En la traduccion al ingles y al frances, se ha traducido por Laika, para facilitar la asociacion
en estos idiomas con el nombre de un perro.
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Las teoras de la instrumentacion consideran clave la nocion de instrumento en el
desarrollo de tareas matematicas (Rabardel, 2002). As, la actividad matematica se debe
desarrollar en terminos de un enfrentamiento con un medio (Brousseau, 2007). Esta ac-
tividad incluye actividad fsica variada, comunicacion verbal o gestual, y representacion
iconograca o escrita. Junto con la TSDM, el Enfoque ontosemiotico (EOS) proporcio-
na herramientas teoricas y metodologicas para el analisis del dise~no de la actividad y
de las producciones de los ni~nos. La articulacion de estos dos marcos teoricos ha si-
do fundamentada en diferentes trabajos (Wilhelmi, Font, Godino, 2005; Godino, Font,
Contreras, Wilhelmi, 2006; Drijvers, Godino, Font, Trouche, 2013; Godino et al., 2013);
en particular, Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi (2014) fundamentan un sentido
extenso de ingeniera didactica que sirve para el dise~no y puesta en marcha de procesos
de estudio en matematicas segun diversos marcos teoricos.
Analisis a apriori
El currculo desarrolla los contenidos de descripcion e identicacion de guras planas
(polgonos y circunferencias) y calculo de longitudes en segundo ciclo de EP. Ademas, a
pesar de que el calculo y la estimacion de areas corresponden propiamente a tercer ciclo
de EP, los ni~nos en segundo ciclo tienen un conocimiento intuitivo de la supercie. El
problema de optimizacion de area con permetro conocido que se propone es coherente
con estos contenidos curriculares, y ademas, permite el paso del numero a la medida;
paso que se puede iniciar propiamente al nal del primer ciclo de Educacion Primaria (7-
8 a~nos) mediante un problema de optimizacion (Lacasta, Malaspina, Pascual y Wilhelmi,
2009, 2010).
La adaptacion de la actividad a segundo ciclo de EP contempla conocimientos con-
solidados que permiten a los ni~nos abordar el problema propuesto, tales como el conteo,
la superposicion y la comparacion y ordenacion de supercies. Ademas, la actividad
permite anticipar el desarrollo formal del calculo de areas mediante formulas, y deter-
mina condiciones que permiten la emergencia de las nociones de permetro y area y su
distincion.
Tal como se ha adelantado en el marco teorico, el nivel 0 de algebrizacion es carac-
terstico del soporte de lapiz y papel en esta etapa, ya que el conteo, las operaciones
aritmeticas con numeros naturales y la interpretacion graca de la unidad son actividades
exclusivamente aritmetico-gurativas. Por ello, cabe formular las siguientes preguntas:
>Que condiciones debe tener una situacion que permita el progreso de los ni~nos en
EP (8-9 a~nos) en los niveles de algebrizacion?
>Que funcion cumple el soporte material en este progreso?
Responder a estas preguntas concreta el objetivo de este trabajo. Se propone deter-
minar una situacion que, en su primera fase, identique el umbral de maestra aritmetico
de los ni~nos, y partir del mismo, permita avanzar en el descubrimiento de objetos in-
tensivos; a saber, generalizacion de una familia de guras geometricas que optimizan el
area dado un permetro determinado.
El avance hacia un nivel 1 de algebrizacion permite la discusion sobre objetos no
ostensivos (desigualdad isoperimetrica) y su institucionalizacion (la circunferencia op-
timiza el area para un permetro dado).
Por todo ello, la hipotesis de base es la siguiente:
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\Si en el aprendizaje de la geometra se introduce un soporte que per-
mite privilegiar la dimension intensiva de los objetos matematicos invo-
lucrados, entonces los ni~nos reconocen reglas o patrones, que les permite
progresar en la adquisicion del objeto como entidad no ostensiva (ideal)."
Este proceso de abstraccion del razonamiento algebraico guarda relacion con la ten-
sion dual que sufren los objetos geometricos sobre el modelo dinamico, es decir, los
polgonos y sus propiedades representan objetos particulares (extensivo), pero son a su
vez representantes de una clase (intensivo).
Situacion: Una parcela para Txuri
Se propone a los ni~nos que determinen la forma que debera tener un cerco perimetri-
co de una longitud determinada para que la supercie encerrada sea maxima. El objetivo
de la situacion es hacer evolucionar los conocimientos por adaptacion a diferentes so-
portes materiales.
Material
Material fsico. 20 unidades de valla, cada unidad representa un metro de valla.
Una cuerda de 20 unidades de longitud.
Lapiz y papel. Hoja de cuadricula y lapiz (guras A.1, A.2, A.3).
Software dinamico. El ni~no introduce en la entrada de texto el nombre de la gura
que quiere trabajar. A continuacion, manipula el modelo de la gura plana selec-
cionada, comparando permetro y area. La construccion dinamica que modeliza el
problema se puede consultar en Lasa y Wilhelmi (2014)2.
Objetivos de la maestra
La maestra tiene dos objetivos principales. Por un lado, que los ni~nos conjeturen
la desigualdad isoperimetrica, a partir de la exploracion, comparacion, clasicacion y
construccion de polgonos de hasta seis lados y de la circunferencia y el crculo, aten-
diendo a criterios de longitud de su permetro y al area de su supercie. Por otro lado,
el desarrollo de estrategias personales para estimar y medir longitudes y supercies de
polgonos de manera exacta y aproximada, comparacion de supercies por descompo-
sicion y medicion, y explicacion oral y escrita del proceso seguido y de la estrategia
utilizada.
Fases de la situacion
1. Consigna. Los ni~nos reciben el enunciado del problema por parte de la maestra. La
consigna de la actividad consiste en construir el mayor cerco posible con el vallado
disponible. El enunciado es facilmente reconocible por los ni~nos y participa de sus
nucleos de interes (principio de globalizacion):
2La construccion se puede consultar en el enlace a GeogebraTube:
http://www.geogebratube.org/student/mVajSjWVp
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Figura A.1: Propuesta individual sobre papel.
Figura A.2: Transcripcion de la propuesta por modelo dinamico.
Figura A.3: Validacion de la propuesta ganadora.
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\Txiki necesita espacio para jugar con su pelota, pero si se queda
suelta, se despista y no sabe volver. Por ello, queremos construir una
parcela para Txiki, en la cual pueda jugar. Disponemos de 20 metros
de valla, y con esos 20 metros de permetro, tenemos que construir
un cerco que cubra el mayor espacio posible"
2. Accion por grupos con material fsico. Fase de accion para introducir el problema
y momento de familiarizacion. Los ni~nos proponen formas utilizando en material
fsico disponible (palillos, cuerdas) para representar el permetro sobre el suelo. A
traves de la estimacion, deben observar que forma puede contener mayor supercie,
sin medir todava ninguna magnitud.
3. Accion individual sobre papel. Cada ni~no dibuja sobre la cuadrcula una propuesta
de cerco para Txiki, respetando la restriccion de permetro. La medida de longitu-
des y areas se realiza a partir de la cuadrcula, donde cada cuadradito constituye
una unidad de supercie.
4. Puesta en comun de propuestas sobre papel . Fase de formulacion en la cual los
ni~nos deben comunicar su propuesta y compararla con la de sus compa~neros. Como
resultado a esta discusion, el grupo debe seleccionar, de entre las propuestas, la
gura que optimiza la supercie.
5. Accion por parejas con modelo dinamico. Los ni~nos completan el cuestionario sobre
formas planas con la asistencia del modelo dinamico. El primer ni~no selecciona un
tipo de forma y trata de optimizar el area de la misma ajustando el permetro al
maximo permitido. Una vez obtenida la gura, ambos ni~nos transcriben tanto la
forma como las medidas de la misma en el cuestionario, sobre papel. A continuacion
cambian el turno, hasta nalizar con las formas disponibles.
6. Validacion de la propuesta ganadora. Si la forma obtenida a partir del modelo
dinamico mejora la propuesta ganadora de la fase 4, esta se sustituye.
Comportamientos esperados
El primer lugar, la manipulacion fsica de objetos puede llevar a la creacion de
cualquier tipo de espacio, puesto que la actividad matematica se basa en la comparacion
de tama~nos relativos por estimacion. Es de esperar que la reproduccion fsica del cerco
corresponda a polgonos regulares, puesto que optimizan el area dentro de la familia de
los polgonos.
A la hora de utilizar el soporte \papel", la cuadrcula debe promover el descubri-
miento de guras rectangulares, puesto que el ni~no recurrira a la estrategia de conteo de
cuadrados internos a la hora de calcular el area de la gura. De esta forma, se obtiene
el cuadrado de lado 5 como gura optima dentro de la familia de los cuadrilateros, y
el calculo aritmetico permite la validacion de este resultado. De hecho, el ni~no carece
de estrategias algebraicas y aritmeticas para calcular el area de polgonos cuyos lados
no se ajusten en su casi totalidad a la cuadrcula, como tampoco conoce un medio para
calcular el area del crculo.
Por ultimo, la manipulacion del modelo dinamico permite la exploracion de guras
mas complejas. Se puede llegar a la conclusion de que ampliando el numero de lados
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del polgono se obtiene un area cada vez mayor, y por lo tanto, que la circunferencia
optimiza el area para un permetro determinado.
Conocimientos previos y obstaculos relacionados
El ni~no debe poder identicar y clasicar los polgonos de hasta seis lados, atendiendo
al numero de lados, as como la circunferencia y el crculo. Asimismo, el ni~no debe utilizar
el vocabulario geometrico basico en la descripcion de dichas formas.
La comprension del numero irracional es inaccesible para un ni~no en segundo ciclo
de EP. El empleo de una plantilla cuadriculada puede llevar a interpretar la unidad
de medida como la distancia entre dos vertices consecutivos en la cuadrcula, no solo
en horizontal y en vertical, sino tambien en diagonal. Segun Dickson, Brown y Gibson
(1991), al terminar la EP, la mitad de los ni~nos interpreta la unidad como la distancia
no perpendicular entre lneas paralelas (gura A.4).
Segmentos de igual longitud. Figura de permetro 8 unidades.
Figura A.4: Interpretacion de la unidad como distancia no perpendicular entre lneas
paralelas.
El ni~no construye sus propias guras, tanto sobre papel como sobre la pantalla del
ordenador. De esta forma, se evita la representacion estereotipada de formas planas,
que esta en la genesis de diversos obstaculos didacticos recogidos en la literatura clasica
(Castro, 2001).
El proceso de medida debe respetar asimismo una secuencia de estimacion previa
y el paso de unidades no-estandares a unidades estandares, antes de la aritmetizacion
de la tarea (Dienes, 1997), para evitar que la tarea derive en una mera reproduccion
procedimental del calculo aritmetico de permetros y areas. Efectivamente, los ni~nos
de 10 a~nos no parecen tener dicultades a la hora de calcular un permetro, siempre
y cuando el problema este ntidamente dise~nado (Dickson, Brown y Gibson, 1991). La
codicacion lingustica del problema determina la consecucion de la tarea y se observa,
por efecto del sistema educativo, una tendencia paulatina a confundir las nociones de
permetro y area (gura A.5). Ademas, el ni~no establece el teorema en acto (Vergnaud,
1990): Dos guras de igual permetro, necesariamente tienen igual area (Chamorro,
2005).
Experimentacion
Maestras en activo desarrollan la actividad en centros publicos y concertados, du-
rante el curso 2013/2014. Tal como se ha desarrollado en el apartado 3, el dise~no de la
actividad y los contenidos trabajados hacen que esta se considere optima en segundo
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a) Aritmetizacion de la tarea:
el ni~no calcula el permetro
sin dicultad.
b) Emergencia de obstaculos:
interferencia entre permetro y area:
el 25% de los ni~nos
indica un permetro de 60 unidades.
Figura A.5: Aritmetizacion de la tarea y emergencia de obstaculos.
ciclo de EP. A diferencia de los ni~nos de segundo ciclo, que poseen una idea intuitiva del
area, los ni~nos de tercer ciclo poseen contenidos procedimentales relativos a unidades de
area.
La muestra del grupo experimental esta formada por 90 ni~nos de segundo ciclo de
EP. Ademas se dispone de una segunda muestra compuesta por 55 ni~nos de tercer ciclo
que cumple la funcion de grupo de control. Se pretende de esta forma contrastar el
desarrollo de la actividad con ni~nos que tienen una comprension incipiente e intuitiva
de los contenidos involucrados, permetro y area, con ni~nos que ya han trabajo aspectos
procedimentales de estos mismos conocimientos bajo los supuestos que sirven de base
a este trabajo. En la tabla A.1 se presenta la distribucion de la muestra del grupo
experimental.
Tabla A.1: Distribucion de la muestra.
Centro Curso Numero de ni~nos
A 3 21
B 3 9
C 3-4 24
D 4 36
Total 90
Resultados
A continuacion se presentan los resultados obtenidos en las distintas fases de la
situacion (manipulacion fsica, lapiz y papel, y modelo dinamico), para las muestras de
segundo y tercer ciclo.
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Segundo ciclo
Durante la fase de manipulacion del material fsico, los ni~nos desarrollan principal-
mente formas geometricas regulares. Los ni~nos proponen el rectangulo, el cuadrado, el
pentagono, el hexagono e incluso la circunferencia (gura A.6). Las formas se construyen
en el suelo y los ni~nos introducen el pie dentro de la forma para estimar su medida.
Figura A.6: Producciones fsicas de los ni~nos con palillos.
Durante la fase de accion sobre papel, prevalecen las propuestas rectangulares, con
una clara primaca del cuadrado. Las guras poligonales con un numero par de lados
(hexagono, octogono, decagono) aparecen con una frecuencia ligeramente superior a
aquellas con numero impar de lados (pentagono, heptagono, endecagono). Las guras
con mayor numero de lados aparecen en menor frecuencia y solo 4 ni~nos proponen la
circunferencia. Uno de cada seis ni~nos incurre en el obstaculo de identicacion de la
unidad. La tabla A.2 muestra la distribucion de respuestas dada por los ni~nos en la
actividad.
La gura A.7 presenta producciones rectangulares tipo de los ni~nos. En particular, la
gura a) presenta marcas de la estrategia de conteo sobre la cuadrcula, mientras que en
la gura b) se ha explicitado un procedimiento aritmetico para el calculo del permetro.
En la gura A.8 se observa el obstaculo de equiparacion permetro-area.
Durante la fase de formulacion cada ni~no presenta su propuesta. Tras una puesta en
comun y con los datos disponibles, facilmente se llega a la conclusion de que el cuadrado
optimiza el area para el permetro dado. As, para los ni~nos en esta fase, el cuadrado es
la propuesta \ganadora".
A pesar de que existen propuestas de guras que aparentemente superan el area del
cuadrado, al no haberse completado el calculo del area, estas propuestas se descartan en
la fase de formulacion. Sin embargo, gracias a esta discusion, el uso del modelo dinamico
en la siguiente actividad queda motivado para los ni~nos.
La actividad en ordenador se desarrolla por parejas. Ademas, para asegurar el desa-
rrollo pertinente de la sesion, dos maestras se encargan de guiar la actividad. La actividad
se desarrolla sin pormenores, y los ni~nos son capaces de completar la cha (gura A.9).
A pesar de que se observan peque~nos errores aritmeticos y de transcripcion, la totalidad
de los ni~nos llega a la conclusion esperada: la circunferencia optimiza el area para el
permetro dado.
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a) Area y permetro distintos
b) Rectangulo
de area maxima: cuadrado
Calculo del permetro
por formula
Figura A.7: Producciones tipo: cuadrado y rectangulo.
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Tabla A.2: Resultados de la actividad sobre papel, segundo ciclo.
Permetro Area
Forma seleccionada NP PC EC EF IDU AC EC EF MPR
Rectangulo 14 13 2 0 0 13 6 0 0
Cuadrado 37 32 3 2 2 34 10 0 1
Rombo 1 0 0 0 1 1 0 0 0
Pentagono 3 1 0 0 1 1 0 0 0
Hexagono 5 3 1 0 2 3 2 0 0
Heptagono 1 1 0 0 0 0 1 0 0
Octogono 5 1 2 0 3 2 2 0 0
Decagono 2 2 1 0 0 2 1 0 0
Endecagono 1 1 0 0 0 1 0 0 0
Dodecagono 1 1 0 0 0 1 0 0 0
Circunferencia 4 0 0 0 2 0 0 0 0
Nombre propio 8 4 1 0 4 6 3 0 0
En blanco 8 2 1 0 1 3 3 0 0
Total 90 61 11 2 16 57 28 0 1
NP: Numero de propuestas; PC: Permetro correcto;
EC: Explicita el conteo; EF: Explicita una formula;
IDU: Interpretacion diagonal de la unidad
AC: Area correcta; MPR: Marca permetro rgido
Figura A.8: Equiparacion permetro-area en 3er ciclo (obstaculo epistemico).
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Figura A.9: Desarrollo tipo de la actividad con la asistencia del modelo dinamico.
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Tercer ciclo
La actividad en tercer ciclo de EP se debe adecuar a las caractersticas de los ni~nos.
En particular, se omite la primera fase de manipulacion fsica. En efecto, a los ni~nos de
10 y 11 a~nos se les puede solicitar el dise~no de una produccion abstracta sobre papel
sin recurrir a la fase previa de familiarizacion con materiales fsicos, puesto que se les
ha presentado y han trabajado la nocion de unidad de area. Ademas, desde el punto de
vista afectivo, los ni~nos de estas edades pueden sentir un cierto bochorno o rechazo en
caso de que la actividad matematica se base en procedimientos de manipulacion propio
de los primeros ciclos de EP.
La primera actividad se desarrolla pues sobre papel y las propuestas de los ni~nos son
semejantes a aquellas presentadas por sus compa~neros de segundo ciclo. Una vez mas,
el cuadrado es la gura que gana en las producciones sobre cuadrcula. El rectangulo se
clasica en segundo lugar, junto con las guras irregulares con nombre propio (echa,
escalera, cruz, etc.). Los polgonos de mas de cuatro lados son minoritarios. La tabla 3
muestra la distribucion de respuestas dada por los ni~nos. Los ni~nos cometen mas errores
en el calculo de permetros que en el calculo de areas.
No existen diferencias signicativas en las producciones de los ni~nos de segundo y
tercer ciclo. Al igual que en la muestra de segundo ciclo, la actividad en ordenador se
desarrolla por parejas. Sin embargo, los estudiantes trabajan de forma autonoma en
el ordenador y no se requiere de la gua de dos maestras para asegurar el desarrollo
adecuado de la sesion. Los ni~nos completan la cha de forma ecaz.
Tabla A.3: Resultados de la actividad sobre papel, tercer ciclo.
Permetro Area
Forma seleccionada NP PC EC EF IDU AC EC EF MPR P=A
Rectangulo 8 1 0 1 0 7 4 1 0 7
Cuadrado 35 34 0 3 0 30 19 0 3 0
Pentagono 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
Octogono 2 1 1 0 1 2 2 0 0 0
Dodecagono 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
Nombre propio 8 5 4 1 1 7 5 0 0 0
Total 55 42 5 5 3 48 31 1 3 7
NP: Numero de propuestas; PC: Permetro correcto;
EC: Explicita el conteo; EF: Explicita una formula;
IDU: Interpretacion diagonal de la unidad
AC: Area correcta; MPR: Marca permetro rgido
Se observan errores aritmeticos leves y de transcripcion, pero estos errores no com-
prometen la actividad de la clase. La manipulacion del modelo dinamico es correcta y la
transcripcion a papel de los casos observados lleva sin dicultad a la clase en su conjunto
a aceptar la circunferencia como la forma plana que optimiza el area para un permetro
determinado. Aun mas, atendiendo a las fases de accion, formulacion y validacion, los
ni~nos son capaces de llegar a esta conclusion sin la intervencion explcita de la maestra.
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Discusion de los resultados
En el soporte de lapiz y papel, los procedimientos empleados por los ni~nos dan a
entender que el conteo es la estrategia de base para el calculo del permetro y del area.
En efecto, en toda da etapa, el 40% explicita el conteo en sus producciones, en forma
de puntos, marcas o numerales en la cuadrcula y dentro de cada cuadrado computado
(gura A.10).
Figura A.10: Conteo explcito de unidades de area.
A diferencia del conteo, la descomposicion no es un conocimiento operativo para
la determinacion de areas en segundo ciclo. Sin embrago, la genesis escolar del calculo
de areas mediante formulas, permite a los ni~nos de tercer ciclo calcular el area de un
triangulo en funcion del area del cuadrado, a partir de fracciones sencillas (gura A.11).
La interpretacion de la unidad como distancia entre vertices consecutivos de la
cuadrcula, tambien en diagonal, se corrige a lo largo de la etapa. El 16% de los ni~nos
de segundo ciclo incurre en este error, mientras que solamente el 5% de los ni~nos de
tercer ciclo lo comete (tablas A.2 y A.3). El grupo de control permite observar, de esta
manera, que existe una tendencia a superar el obstaculo \identicacion de la unidad
como distancia no perpendicular entre lneas paralelas" durante la etapa.
El uso de una cuadrcula durante la fase de accion sobre papel, fuerza la aparicion
de formas principalmente rectangulares (tabla A.4). El porcentaje de ni~nos que durante
esta fase identica el cuadrado como la gura que optimiza el area dentro de la familia
de los cuadrilateros incrementa considerablemente de un ciclo a otro.
Tabla A.4: Propuestas rectangulares o cuadradas.
Ciclo Total Cuadrado Rectangulo P=A en rectangulos
2 57% 41% 16% 0%
3 78% 63% 15% 13%
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Figura A.11: Calculo de area por descomposicion de un cuadrado en dos triangulos
rectangulos isosceles.
En las propuestas de tercer ciclo, los ni~nos que proponen formas rectangulares asig-
nan el mismo valor al area y al permetro de la gura (gura 6c): ningun ni~no de segundo
ciclo ha incurrido en la identicacion P=A, mientras que en tercer ciclo la tasa ha sido
del 13%. Tal y como se ha dicho, la principal diferencia entre los ni~nos de segundo y
tercer ciclo es que estos ultimos trabajan de forma procedimental el calculo de permetro
y area, por lo que hay indicios para conjeturar que estos procesos generan el obstaculo
didactico \identicacion permetro-area".
Por ultimo, debido al dise~no de la construccion, el modelo dinamico permite poten-
cialmente la construccion de formas singulares, tales como guras que no corresponden a
un polgono determinado por tener lados cruzados, o polgonos que colapsan al coincidir
dos de sus vertices en un mismo punto (gura A.12). A pesar de existir esta posibilidad,
los ni~nos proponen formas simples y, por lo tanto, en la actividad los ni~nos no generan
monstruos, en el sentido de Lakatos (1976).
Sntesis, conclusiones y cuestiones abiertas
La eleccion de la circunferencia como gura optima pasa de ser anecdotica en las
propuestas sobre papel, a ser la propuesta unanime a la hora de realizar la actividad
con la asistencia del modelo dinamico (gura A.13). Este hecho evidencia que los co-
nocimientos aritmeticos y pre-algebraicos de los ni~nos, correspondientes a un nivel 0 de
algebrizacion, permiten identicar el cuadrado como la gura optima, y que la cuadrcu-
la induce tambien esta identicacion, en consonancia con propuestas de otros autores
(p.e., Ribeiro, 2013). Es decir, a pesar de que el umbral aritmetico de maestra de los
ni~nos marca esta frontera, el modelo dinamico permite avanzar en la construccion de
nuevas guras inaccesibles a los alumnos desde el punto de vista aritmetico-gurativo y
pre-algebraico.
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Figura A.12: Monstruo (Lakatos, 1976) a partir del modelo dinamico.
El software dinamico demuestra as su potencial como instrumento de exploracion
(Lasa y Wilhelmi, 2013b) y permite avanzar hacia un nivel incipiente de algebrizacion,
nivel 1 segun Godino et al. (2012, 2014). As, los valores numericos variables y los mode-
los dinamicos de guras geometricas que participan en la practica operativa generalizan
el uso extensivo del numero y del objeto geometrico.
A diferencia del soporte de lapiz y papel, el modelo dinamico presenta distancias y
areas en forma de valores cambiantes. Al manipular el vertice de una gura, el ni~no se
decanta por una localizacion del punto en prevision del valor que aparecera en pantalla.
Asimismo, el ni~no advierte que, para obtener un area mayor, se debe incrementar el
numero de lados del polgono en el modelo dinamico. Por lo tanto, existe un razona-
miento que reconoce una regla o patron, en forma de tendencia, dentro de la actividad
matematica.
En particular, una vez las guras manipuladas en el modelo dinamico se transcriben
sobre papel, la secuencia de transcripciones hace ver que a mayor numero de lados, se
obtiene con frecuencia un area tambien mayor. As, los ni~nos adecuan su signicado
personal al signicado institucional pretendido, es decir, aceptan que la circunferencia
es la gura que maximiza el area para un permetro dado.
La Ense~nanza basada en modelos, la Educacion matematica realista o la Genesis
instrumental (Bu y Schoen, 2011) son algunos ejemplos de teoras de la educacion in-
teresadas en el software dinamico. En este trabajo, la articulacion de estos enfoques con
la TSDM y el EOS, ha permitido el dise~no de ciertas practicas operativas y discursivas
asistidas mediante el instrumento GeoGebra. El dise~no de una situacion de optimiza-
cion (circunferencia como gura de area maxima) ha permitido el uso pertinente de
GeoGebra en segundo ciclo de primaria y la justicacion de que esta actividad supone
el progreso en los niveles de algebrizacion por los alumnos. As, se aporta una lnea de
actuacion para la adquisicion paulatina por los ni~nos de procedimientos algebraicos.
Es necesario incidir aqu, por un lado, en el analisis de la utilidad de los mode-
los dinamicos para el progreso en los diferentes niveles de algebrizacion y, por otro
lado, en el uso de las herramientas teoricas aportadas por el EOS para el analisis de
la actividad matematica. En concreto, ademas de las dualidades personal/institucional,
intensivo/extensivo y ostensivo/ no ostensivo utilizadas en el analisis de la situacion pro-
puesta, son precisas investigaciones que tomen en consideracion las dualidades conteni-
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Figura A.13: La circunferencia: en soporte de papel y en modelo dinamico.
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do/expresion y sistemico/unitario (gura 3.6) para el analisis de las practicas operativas,
discursivas y regulativas. Igualmente, se deberan describir conguraciones y trayectorias
didacticas (Godino, Contreras y Font, 2006) en las que el software dinamico, junto con
soportes fsicos o de otro tipo, participa como instrumento dentro del medio material .
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Tabla B.1: Respuestas por estudiante: tarea T1, variables Ext y A (I).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e1 0 1 0 1 0 1
e2 0 1 1 1 1 0
e3 0 1 0 1 1 0
e4 0 1 0 1 1 0
e5 0 1 0 1 1 0
e6 0 1 0 1 1 0
e7 0 1 1 1 1 0
e8 0 1 0 1 1 0
e9 0 1 0 1 1 0
e10 0 1 1 1 1 0
e11 0 1 0 1 1 1
e12 0 1 0 0 1 0
e13 0 1 0 0 1 0
e14 0 1 1 0 1 0
e15 0 1 0 0 1 0
e16 0 1 0 0 1 0
e17 0 1 1 0 1 0
e18 0 1 0 0 1 0
e19 0 1 1 0 1 0
e20 0 1 0 0 1 0
e21 0 1 0 0 0 0
e22 0 1 1 0 1 0
e23 1 1 0 1 1 0
e24 1 1 0 1 1 0
e25 1 1 0 1 1 0
e26 1 1 0 1 1 0
e27 1 1 0 1 1 0
e28 1 1 0 1 1 0
e29 1 1 1 1 1 0
e30 1 1 0 1 1 0
e31 1 1 1 1 1 0
e32 1 1 0 1 1 0
e33 1 1 1 1 1 0
e34 1 1 1 0 1 0
e35 1 1 1 0 1 0
e36 1 1 1 0 1 0
e37 1 1 0 0 1 0
e38 1 1 0 0 1 0
e39 1 1 0 0 1 0
e40 1 1 0 0 1 0
e41 1 1 1 0 1 0
e42 1 1 1 0 1 0
e43 1 1 1 0 1 0
e44 1 1 1 0 1 0
e46 1 1 1 1 1 0
e47 1 1 1 1 1 0
e48 1 1 1 1 1 0
e49 1 1 1 1 1 0
e50 1 1 1 1 1 0
e51 1 1 1 1 1 0
e52 1 1 0 1 1 0
e53 1 1 0 1 1 0
e54 1 1 0 1 1 0
e55 1 1 0 1 1 0
e56 1 1 0 1 1 0
e57 1 1 0 1 1 0
e61 1 1 1 0 1 0
e62 1 1 0 0 1 0
e63 1 1 0 0 1 0
e64 1 1 0 0 1 0
e65 1 1 0 0 1 0
e66 1 1 0 0 1 0
e67 1 1 1 0 1 0
e68 1 1 0 0 1 0
e69 1 1 1 0 1 0
e70 1 1 1 0 1 0
e71 1 1 0 0 1 0
e72 1 1 1 0 1 0
e73 1 1 0 0 1 0
e74 1 1 1 0 1 0
e75 1 1 1 0 1 0
e76 0 1 1 1 1 0
e77 0 1 1 1 1 0
e78 0 1 1 1 1 0
e79 0 1 1 1 1 0
e80 0 1 1 1 1 0
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Tabla B.2: Respuestas por estudiante: tarea T1, variables Ext y A (II).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e81 0 1 0 1 1 0
e82 0 1 0 1 1 0
e83 0 1 0 1 1 0
e84 0 1 0 1 1 0
e85 0 1 0 1 1 0
e86 0 1 0 0 1 0
e87 0 1 0 0 1 0
e88 0 1 1 0 1 0
e89 0 1 0 0 1 0
e90 0 1 0 0 1 0
e91 0 1 0 0 1 1
e92 0 1 1 0 1 0
e93 0 1 1 0 1 0
e94 0 1 1 0 1 0
e95 0 1 1 0 1 0
e96 0 0 1 1 1 0
e97 0 0 0 1 1 0
e98 0 0 0 1 1 0
e99 0 0 1 1 0 0
e100 0 0 0 1 1 0
e101 0 0 0 1 1 0
e102 0 0 1 1 0 0
e103 0 0 0 1 1 0
e104 0 0 1 1 1 0
e107 0 0 1 1 1 0
e108 0 0 0 0 1 0
e109 0 0 1 0 1 0
e110 0 0 0 0 1 0
e111 0 0 0 0 0 0
e112 0 0 1 0 0 0
e113 0 0 1 0 0 0
e114 0 0 1 0 1 0
e115 0 0 0 0 1 0
e116 0 0 0 0 1 0
e117 0 0 0 0 1 0
e118 0 0 0 0 0 0
e119 0 0 0 0 1 0
e120 0 0 0 0 1 1
e121 0 0 0 0 1 0
e122 0 0 0 0 1 0
e123 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0
e125 1 1 0 1 0 0
e126 1 1 0 1 1 1
e127 1 1 0 1 1 1
e128 1 1 0 1 1 0
e129 1 1 0 1 1 0
e130 1 1 1 1 1 0
e131 1 1 1 1 1 0
e132 1 1 0 1 1 0
e133 1 1 1 1 1 0
e134 1 1 1 1 1 0
e135 1 1 1 1 1 0
e136 1 1 1 1 1 0
e137 1 1 0 1 1 0
e138 1 1 0 1 1 0
e139 1 1 0 0 1 0
e140 1 1 1 0 1 0
e141 1 1 1 0 1 0
e142 1 1 1 0 1 1
e143 1 1 0 0 1 0
e144 1 1 1 0 1 0
e145 1 1 0 0 1 0
e146 1 1 1 0 1 0
e147 1 1 1 0 1 0
e148 1 1 0 0 1 0
e149 1 1 0 0 1 0
e150 1 1 0 0 1 0
e151 1 1 0 0 1 0
e152 1 1 1 0 1 0
e153 1 1 1 0 1 0
e154 1 1 0 0 1 0
Suma 79 121 63 68 137 7
% 53,4 81,8 42,6 45,9 92,6 4,7
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Tabla B.3: Respuestas por estudiante: tarea T1, variables B (I).
B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
e1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e2 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e3 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
e4 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e5 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e6 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
e7 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e8 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e9 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e10 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e11 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e12 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e13 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e14 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e15 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
e16 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
e17 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e18 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
e19 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e20 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e21 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e22 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e23 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e24 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e25 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e26 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e27 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e28 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e29 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e30 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e31 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e32 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e33 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e34 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e35 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e36 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e37 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e38 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e39 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e40 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e41 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e42 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
e43 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e44 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e46 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e47 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e48 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e49 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e50 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e51 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0
e52 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e53 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e54 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e55 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e56 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e57 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e61 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e62 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e63 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e64 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e65 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e66 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e67 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e68 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
e69 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e70 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e71 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e72 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e73 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e74 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e75 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e76 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e77 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e78 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e79 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e80 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla B.4: Respuestas por estudiante: tarea T1, variables B (II).
B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
e81 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e83 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e84 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e85 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e86 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e87 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e88 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e89 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e90 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e91 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
e92 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e93 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e94 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e95 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e96 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e97 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e98 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e99 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e100 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e101 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e102 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e103 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e104 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e108 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e109 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e110 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
e111 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e112 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e113 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e114 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e115 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e116 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e117 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e118 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e119 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e120 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e121 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e122 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e125 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e126 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e127 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e128 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
e129 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e130 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e131 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e132 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e133 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e134 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e135 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e136 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e137 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e138 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e139 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e140 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e141 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0
e142 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e143 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e144 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e145 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
e146 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e147 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e148 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
e149 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e150 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e151 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
e152 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e153 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1
e154 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
Suma 142 90 25 32 33 55 18 23 5 79 2 13
% 95,9 60,8 16,9 21,6 22,3 37,2 12,2 15,5 3,4 53,4 1,4 8,8
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Tabla B.5: Respuestas por estudiante: tarea T1, variables C (I).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e2 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e3 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
e4 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
e5 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0
e6 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e7 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0
e8 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e9 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e10 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e11 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e12 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e13 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e14 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e15 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e16 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e17 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e18 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e19 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e20 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e21 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e22 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e23 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e24 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e25 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e26 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e27 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e28 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e29 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e30 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e31 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e32 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e33 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e34 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e35 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e36 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e37 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e38 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e39 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e40 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e41 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e42 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
e43 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e44 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e46 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e47 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e48 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
e49 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e50 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e51 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e52 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e53 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e54 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e55 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e56 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e57 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e61 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e62 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e63 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e64 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e65 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e66 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e67 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e68 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e69 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e70 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e71 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e72 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e73 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e74 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e75 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e76 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e77 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e78 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e79 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e80 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla B.6: Respuestas por estudiante: tarea T1, variables C (II).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e81 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
e82 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e83 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e84 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e85 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e86 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e87 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e88 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e89 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e90 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e91 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e92 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e93 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e94 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e95 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e96 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e97 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
e98 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e99 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e100 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e101 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e102 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e103 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e104 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e108 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e109 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e110 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e112 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e113 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e114 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e115 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e116 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e117 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e118 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e119 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e120 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0
e121 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e122 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e125 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e126 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e127 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e128 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e129 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e130 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e131 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e132 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e133 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e134 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e135 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e136 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e137 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e138 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0
e139 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e140 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e141 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e142 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e143 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e144 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e145 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e146 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e147 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e148 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e149 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e150 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e151 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e152 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e153 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e154 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
Suma 129 5 3 101 95 36 100 95 104 101 4 29 53
% 87,2 3,4 2,0 68,2 64,2 24,3 67,6 64,2 70,3 68,2 2,7 19,6 35,8
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Tabla B.7: Respuestas por estudiante: tarea T2, variables Ext y A (I).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e1 0 1 0 1 0 1
e2 0 1 1 1 1 0
e3 0 1 0 1 0 0
e4 0 1 0 1 0 0
e5 0 1 0 1 1 0
e6 0 1 0 1 1 0
e7 0 1 1 1 0 0
e8 0 1 0 1 1 0
e9 0 1 0 1 1 0
e10 0 1 1 1 1 0
e11 0 1 0 1 0 1
e12 0 1 0 0 1 0
e13 0 1 0 0 1 0
e14 0 1 1 0 1 0
e15 0 1 0 0 1 0
e16 0 1 0 0 1 0
e17 0 1 1 0 0 0
e18 0 1 0 0 0 0
e19 0 1 1 0 1 0
e20 0 1 0 0 1 0
e21 0 1 0 0 1 0
e22 0 1 1 0 1 0
e23 1 1 0 1 1 0
e24 1 1 0 1 1 0
e25 1 1 0 1 1 0
e26 1 1 0 1 1 0
e27 1 1 0 1 1 0
e28 1 1 0 1 1 0
e29 1 1 1 1 1 0
e30 1 1 0 1 1 0
e31 1 1 1 1 1 0
e32 1 1 0 1 1 0
e33 1 1 1 1 1 0
e34 1 1 1 0 1 0
e35 1 1 1 0 1 0
e36 1 1 1 0 1 0
e37 1 1 0 0 1 0
e38 1 1 0 0 1 0
e39 1 1 0 0 1 0
e40 1 1 0 0 1 0
e41 1 1 1 0 1 0
e42 1 1 1 0 1 0
e43 1 1 1 0 1 0
e44 1 1 1 0 1 0
e46 1 1 1 1 1 0
e47 1 1 1 1 1 0
e48 1 1 1 1 1 0
e49 1 1 1 1 1 0
e50 1 1 1 1 1 0
e51 1 1 1 1 1 0
e52 1 1 0 1 1 0
e53 1 1 0 1 1 0
e54 1 1 0 1 1 0
e55 1 1 0 1 1 0
e56 1 1 0 1 1 0
e57 1 1 0 1 0 0
e61 1 1 1 0 1 0
e62 1 1 0 0 1 0
e63 1 1 0 0 1 0
e64 1 1 0 0 0 0
e65 1 1 0 0 1 0
e66 1 1 0 0 1 0
e67 1 1 1 0 1 0
e68 1 1 0 0 1 0
e69 1 1 1 0 1 0
e70 1 1 1 0 1 0
e71 1 1 0 0 1 0
e72 1 1 1 0 1 0
e73 1 1 0 0 1 0
e74 1 1 1 0 1 0
e75 1 1 1 0 1 0
e76 0 1 1 1 0 0
e77 0 1 1 1 1 0
e78 0 1 1 1 1 0
e79 0 1 1 1 1 0
e80 0 1 1 1 1 0
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Tabla B.8: Respuestas por estudiante: tarea T2, variables Ext y A (II).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e81 0 1 0 1 1 0
e82 0 1 0 1 1 0
e83 0 1 0 1 0 0
e84 0 1 0 1 0 0
e85 0 1 0 1 0 0
e86 0 1 0 0 1 0
e87 0 1 0 0 1 0
e88 0 1 1 0 1 0
e89 0 1 0 0 1 0
e90 0 1 0 0 1 0
e91 0 1 0 0 0 0
e92 0 1 1 0 1 0
e93 0 1 1 0 1 0
e94 0 1 1 0 1 0
e95 0 1 1 0 1 0
e96 0 0 1 1 0 0
e97 0 0 0 1 1 0
e98 0 0 0 1 1 0
e99 0 0 1 1 0 0
e100 0 0 0 1 0 0
e101 0 0 0 1 0 0
e102 0 0 1 1 0 0
e103 0 0 0 1 0 0
e104 0 0 1 1 1 0
e107 0 0 1 1 1 0
e108 0 0 0 0 0 0
e109 0 0 1 0 1 0
e110 0 0 0 0 1 0
e111 0 0 0 0 0 0
e112 0 0 1 0 0 0
e113 0 0 1 0 0 0
e114 0 0 1 0 0 0
e115 0 0 0 0 1 0
e116 0 0 0 0 1 0
e117 0 0 0 0 1 0
e118 0 0 0 0 0 0
e119 0 0 0 0 0 1
e120 0 0 0 0 0 0
e121 0 0 0 0 0 0
e122 0 0 0 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0
e125 1 1 0 1 0 0
e126 1 1 0 1 1 0
e127 1 1 0 1 1 0
e128 1 1 0 1 1 0
e129 1 1 0 1 1 0
e130 1 1 1 1 0 0
e131 1 1 1 1 1 0
e132 1 1 0 1 1 0
e133 1 1 1 1 1 0
e134 1 1 1 1 1 0
e135 1 1 1 1 1 0
e136 1 1 1 1 0 0
e137 1 1 0 1 0 0
e138 1 1 0 1 0 0
e139 1 1 0 0 1 0
e140 1 1 1 0 1 0
e141 1 1 1 0 0 0
e142 1 1 1 0 1 0
e143 1 1 0 0 1 0
e144 1 1 1 0 1 0
e145 1 1 0 0 1 0
e146 1 1 1 0 1 0
e147 1 1 1 0 1 0
e148 1 1 0 0 0 0
e149 1 1 0 0 1 0
e150 1 1 0 0 1 0
e151 1 1 0 0 0 0
e152 1 1 1 0 1 0
e153 1 1 1 0 1 0
e154 1 1 0 0 1 0
Suma 79 121 63 68 108 3
% 53,4 81,8 42,6 45,9 73,0 2,0
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Tabla B.9: Respuestas por estudiante: tarea T2, variables B (I).
B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
e1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
e2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e4 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e5 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e6 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e8 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e9 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e10 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e11 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e12 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e13 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e14 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
e15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
e16 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e17 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e18 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e19 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0
e20 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e22 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
e23 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e24 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e25 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e26 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e27 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e28 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e29 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e30 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e31 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e32 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e33 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
e34 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e35 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e36 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
e37 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e38 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e39 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e40 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e41 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e42 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e43 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e44 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e46 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e47 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e48 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e49 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e50 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e51 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e52 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e53 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e54 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e55 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e56 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
e57 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e61 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1
e62 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e63 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e64 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e65 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1
e66 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e67 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e68 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
e69 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e70 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e71 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e72 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e73 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e74 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e75 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e76 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e77 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e78 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e79 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e80 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla B.10: Respuestas por estudiante: tarea T2, variables B (II).
B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
e81 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e83 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e84 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e85 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e86 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e87 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e88 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e89 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e90 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e91 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e92 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e93 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e94 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e95 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e96 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e97 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e98 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e99 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e101 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e102 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e103 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e104 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e108 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e109 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e110 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e111 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e112 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e114 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e115 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e116 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e117 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e118 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e119 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e121 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e122 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e125 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e126 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e127 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e128 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e129 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e130 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e131 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e132 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e133 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e134 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e135 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e136 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e137 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e138 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
e139 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e140 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e141 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e142 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e143 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e144 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e145 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e146 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e147 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e148 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e149 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e150 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e151 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e152 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e153 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
e154 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
Suma 105 72 22 19 15 24 17 8 3 46 0 8
% 70,9 48,6 14,9 12,8 10,1 16,2 11,5 5,4 2,0 31,1 0,0 5,4
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Tabla B.11: Respuestas por estudiante: tarea T2, variables C (I).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
e2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e4 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e5 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
e6 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
e7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e8 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e9 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e10 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e12 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e13 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e14 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e15 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e16 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e17 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e18 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e19 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e20 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e21 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e22 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e23 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e24 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
e25 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e26 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e27 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
e28 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e29 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e30 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e31 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e32 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e33 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e34 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e35 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e36 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e37 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e38 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e39 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e40 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e41 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e42 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e43 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e44 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e46 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e47 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e48 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e49 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e50 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e51 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e52 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e53 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e54 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e55 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e56 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e57 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e61 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e62 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e63 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e64 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e65 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e66 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
e67 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e68 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e69 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e70 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e71 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e72 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e73 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e74 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e75 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e76 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e77 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e78 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e79 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e80 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla B.12: Respuestas por estudiante: tarea T2, variables C (II).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e81 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e82 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e83 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e84 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e85 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
e86 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e87 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e88 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e89 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e90 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e91 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e92 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e93 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e94 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e95 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e96 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e97 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e98 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e99 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e101 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e102 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e103 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e104 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e108 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e109 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e110 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e112 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e114 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e115 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e116 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e117 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e118 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e119 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e121 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e122 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e125 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e126 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e127 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e128 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e129 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e130 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e131 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e132 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e133 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e134 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e135 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e136 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
e137 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
e138 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e139 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e140 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e141 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
e142 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e143 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e144 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e145 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
e146 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e147 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e148 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e149 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e150 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e151 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e152 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e153 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e154 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0
Suma 113 2 3 43 41 38 58 40 61 44 0 46 31
% 76,4 1,4 2,0 29,1 27,7 25,7 39,2 27,0 41,2 29,7 0,0 31,1 20,9
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Tabla B.13: Respuestas por estudiante: tarea T3, variables Ext y A (I).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e1 0 1 0 1 0 0
e2 0 1 1 1 1 0
e3 0 1 0 1 0 0
e4 0 1 0 1 0 0
e5 0 1 0 1 1 0
e6 0 1 0 1 1 0
e7 0 1 1 1 0 0
e8 0 1 0 1 1 0
e9 0 1 0 1 1 0
e10 0 1 1 1 1 0
e11 0 1 0 1 0 0
e12 0 1 0 0 1 0
e13 0 1 0 0 1 0
e14 0 1 1 0 1 0
e15 0 1 0 0 1 0
e16 0 1 0 0 1 0
e17 0 1 1 0 0 0
e18 0 1 0 0 0 0
e19 0 1 1 0 1 0
e20 0 1 0 0 1 0
e21 0 1 0 0 1 0
e22 0 1 1 0 1 0
e23 1 1 0 1 1 0
e24 1 1 0 1 1 0
e25 1 1 0 1 1 0
e26 1 1 0 1 1 0
e27 1 1 0 1 0 0
e28 1 1 0 1 0 0
e29 1 1 1 1 1 0
e30 1 1 0 1 1 0
e31 1 1 1 1 1 0
e32 1 1 0 1 0 0
e33 1 1 1 1 1 0
e34 1 1 1 0 1 0
e35 1 1 1 0 1 0
e36 1 1 1 0 1 0
e37 1 1 0 0 1 0
e38 1 1 0 0 1 0
e39 1 1 0 0 1 0
e40 1 1 0 0 1 0
e41 1 1 1 0 1 0
e42 1 1 1 0 1 0
e43 1 1 1 0 1 0
e44 1 1 1 0 1 0
e46 1 1 1 1 1 0
e47 1 1 1 1 1 0
e48 1 1 1 1 0 0
e49 1 1 1 1 1 0
e50 1 1 1 1 1 0
e51 1 1 1 1 1 0
e52 1 1 0 1 1 0
e53 1 1 0 1 1 0
e54 1 1 0 1 0 0
e55 1 1 0 1 1 0
e56 1 1 0 1 0 0
e57 1 1 0 1 0 0
e61 1 1 1 0 1 0
e62 1 1 0 0 1 0
e63 1 1 0 0 1 0
e64 1 1 0 0 1 0
e65 1 1 0 0 1 0
e66 1 1 0 0 1 0
e67 1 1 1 0 1 0
e68 1 1 0 0 1 0
e69 1 1 1 0 0 0
e70 1 1 1 0 1 0
e71 1 1 0 0 1 0
e72 1 1 1 0 1 0
e73 1 1 0 0 1 0
e74 1 1 1 0 1 0
e75 1 1 1 0 1 0
e76 0 1 1 1 0 0
e77 0 1 1 1 1 0
e78 0 1 1 1 1 0
e79 0 1 1 1 1 0
e80 0 1 1 1 1 0
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Tabla B.14: Respuestas por estudiante: tarea T3, variables Ext y A (II).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e81 0 1 0 1 1 0
e82 0 1 0 1 0 0
e83 0 1 0 1 0 0
e84 0 1 0 1 1 0
e85 0 1 0 1 1 0
e86 0 1 0 0 1 0
e87 0 1 0 0 1 0
e88 0 1 1 0 0 0
e89 0 1 0 0 1 0
e90 0 1 0 0 1 0
e91 0 1 0 0 0 0
e92 0 1 1 0 1 0
e93 0 1 1 0 1 0
e94 0 1 1 0 1 0
e95 0 1 1 0 1 0
e96 0 0 1 1 0 0
e97 0 0 0 1 0 0
e98 0 0 0 1 0 0
e99 0 0 1 1 0 0
e100 0 0 0 1 0 0
e101 0 0 0 1 0 0
e102 0 0 1 1 0 0
e103 0 0 0 1 0 0
e104 0 0 1 1 0 0
e107 0 0 1 1 0 0
e108 0 0 0 0 0 0
e109 0 0 1 0 1 0
e110 0 0 0 0 1 0
e111 0 0 0 0 1 0
e112 0 0 1 0 0 0
e113 0 0 1 0 0 0
e114 0 0 1 0 0 0
e115 0 0 0 0 1 0
e116 0 0 0 0 1 0
e117 0 0 0 0 0 0
e118 0 0 0 0 0 0
e119 0 0 0 0 0 0
e120 0 0 0 0 0 0
e121 0 0 0 0 0 0
e122 0 0 0 0 1 0
e123 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0
e125 1 1 0 1 0 0
e126 1 1 0 1 1 0
e127 1 1 0 1 1 0
e128 1 1 0 1 1 0
e129 1 1 0 1 1 0
e130 1 1 1 1 0 0
e131 1 1 1 1 1 0
e132 1 1 0 1 1 0
e133 1 1 1 1 0 0
e134 1 1 1 1 1 0
e135 1 1 1 1 1 0
e136 1 1 1 1 0 0
e137 1 1 0 1 0 0
e138 1 1 0 1 0 0
e139 1 1 0 0 0 0
e140 1 1 1 0 1 0
e141 1 1 1 0 1 0
e142 1 1 1 0 1 0
e143 1 1 0 0 1 0
e144 1 1 1 0 1 0
e145 1 1 0 0 1 0
e146 1 1 1 0 1 0
e147 1 1 1 0 1 0
e148 1 1 0 0 0 0
e149 1 1 0 0 1 0
e150 1 1 0 0 0 0
e151 1 1 0 0 1 0
e152 1 1 1 0 1 0
e153 1 1 1 0 0 0
e154 1 1 0 0 1 0
Suma 79 121 63 68 97 0
% 53,4 81,8 42,6 45,9 65,5 0,0
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Tabla B.15: Respuestas por estudiante: tarea T3, variables B (I).
B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
e1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e5 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e6 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e8 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e9 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e10 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e12 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
e13 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
e14 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e15 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
e16 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e17 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e19 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
e20 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e22 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e23 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e24 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e25 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e26 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e27 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e28 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e29 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
e30 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e31 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e32 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e33 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e34 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e35 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e36 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e37 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e38 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e39 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e40 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e41 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e42 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e43 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e44 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e46 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e47 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e48 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e49 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e51 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e52 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e53 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e54 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e55 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e56 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e57 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e61 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e62 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e63 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
e64 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e65 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1
e66 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e67 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0
e68 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
e69 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e70 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e71 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e72 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e73 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1
e74 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e75 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
e76 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e77 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e78 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e79 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e80 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla B.16: Respuestas por estudiante: tarea T3, variables B (II).
B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
e81 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e83 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e84 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e85 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
e86 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e87 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e88 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e89 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e90 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e91 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e92 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e93 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e94 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
e95 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e96 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e97 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e98 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e99 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e101 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e102 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e103 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e104 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e108 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e109 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e110 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e112 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e114 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e115 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e116 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e117 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e118 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e119 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e121 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e122 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e125 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e126 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e127 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e128 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e129 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e130 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e131 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e132 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
e133 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e134 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e135 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e136 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e137 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e138 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e139 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e140 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e141 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e142 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e143 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e144 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e145 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e146 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
e147 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
e148 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e149 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e150 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e151 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e152 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
e153 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e154 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
Suma 70 59 25 25 10 28 8 5 0 42 0 5
% 47,3 39,9 16,9 16,9 6,8 18,9 5,4 3,4 0,0 28,4 0,0 3,4
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Tabla B.17: Respuestas por estudiante: tarea T3, variables C (I).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e5 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0
e6 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0
e7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e8 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e9 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e10 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e12 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e13 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e14 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e15 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e16 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e17 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e18 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e19 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1
e20 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e21 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e22 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e23 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e24 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
e25 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e26 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e27 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
e28 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e29 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e31 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e32 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e33 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e34 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e35 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e36 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e37 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e38 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e39 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e40 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e41 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e42 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e43 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e44 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e46 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e47 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e48 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e49 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e50 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e51 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e52 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
e53 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
e54 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e55 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e56 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e57 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e61 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e62 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e63 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e64 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e65 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e66 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e67 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e68 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e69 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e70 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e71 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e72 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e73 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e74 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e75 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e76 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e77 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e78 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e79 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e80 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla B.18: Respuestas por estudiante: tarea T3, variables C (II).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e81 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e83 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e84 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e85 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e86 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e87 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e88 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e89 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e90 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e91 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e92 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e93 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e94 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e95 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e96 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e97 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e98 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e99 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e101 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e102 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e103 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e104 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e108 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e109 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e110 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e112 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e114 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e115 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e116 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e117 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e118 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e119 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e121 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e122 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e124 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e125 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e126 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e127 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e128 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e129 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e130 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e131 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e132 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e133 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e134 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e135 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e136 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e137 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e138 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0
e139 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e140 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e141 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e142 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e143 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e144 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e145 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e146 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e147 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e148 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e149 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1
e150 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e151 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e152 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e153 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e154 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
Suma 84 0 2 43 44 26 45 40 49 47 1 19 23
% 56,8 0,0 1,4 29,1 29,7 17,6 30,4 27,0 33,1 31,8 0,7 12,8 15,5
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Tabla B.19: Respuestas por estudiante: tarea T4, variables Ext y A (I).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e1 0 1 0 1 0 0
e2 0 1 1 1 0 0
e3 0 1 0 1 0 0
e4 0 1 0 1 1 0
e5 0 1 0 1 1 0
e6 0 1 0 1 1 0
e7 0 1 1 1 0 0
e8 0 1 0 1 1 0
e9 0 1 0 1 1 0
e10 0 1 1 1 1 0
e11 0 1 0 1 1 0
e12 0 1 0 0 1 0
e13 0 1 0 0 1 0
e14 0 1 1 0 1 0
e15 0 1 0 0 1 0
e16 0 1 0 0 1 0
e17 0 1 1 0 1 0
e18 0 1 0 0 1 0
e19 0 1 1 0 1 0
e20 0 1 0 0 1 0
e21 0 1 0 0 1 0
e22 0 1 1 0 0 0
e23 1 1 0 1 1 0
e24 1 1 0 1 1 0
e26 1 1 0 1 1 0
e27 1 1 0 1 1 0
e28 1 1 0 1 1 0
e29 1 1 1 1 1 0
e30 1 1 0 1 1 0
e31 1 1 1 1 1 0
e32 1 1 0 1 1 0
e33 1 1 1 1 1 0
e34 1 1 1 0 1 0
e35 1 1 1 0 1 0
e36 1 1 1 0 1 0
e37 1 1 0 0 1 0
e38 1 1 0 0 1 0
e39 1 1 0 0 1 0
e40 1 1 0 0 1 1
e41 1 1 1 0 1 0
e42 1 1 1 0 1 0
e43 1 1 1 0 1 0
e44 1 1 1 0 1 0
e45 1 1 1 0 1 0
e48 1 1 1 1 1 0
e49 1 1 1 1 1 0
e50 1 1 1 1 1 0
e51 1 1 1 1 1 0
e52 1 1 0 1 1 0
e53 1 1 0 1 1 0
e54 1 1 0 1 1 0
e55 1 1 0 1 1 0
e56 1 1 0 1 1 0
e57 1 1 0 1 1 0
e59 1 1 0 1 1 0
e60 1 1 0 1 1 0
e61 1 1 1 0 1 0
e62 1 1 0 0 0 0
e63 1 1 0 0 1 0
e64 1 1 0 0 1 0
e65 1 1 0 0 1 0
e66 1 1 0 0 1 0
e67 1 1 1 0 1 0
e68 1 1 0 0 1 0
e69 1 1 1 0 1 0
e70 1 1 1 0 1 0
e71 1 1 0 0 1 0
e72 1 1 1 0 1 0
e73 1 1 0 0 1 0
e74 1 1 1 0 1 0
e75 1 1 1 0 1 0
e76 0 1 1 1 1 0
e77 0 1 1 1 1 0
e78 0 1 1 1 1 0
e79 0 1 1 1 1 0
e80 0 1 1 1 1 0
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Tabla B.20: Respuestas por estudiante: tarea T4, variables Ext y A (II).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e81 0 1 0 1 1 1
e82 0 1 0 1 0 0
e83 0 1 0 1 1 0
e84 0 1 0 1 1 0
e85 0 1 0 1 1 0
e86 0 1 0 0 1 0
e88 0 1 1 0 1 0
e89 0 1 0 0 1 0
e90 0 1 0 0 1 0
e91 0 1 0 0 1 1
e92 0 1 1 0 1 0
e93 0 1 1 0 1 0
e94 0 1 1 0 1 0
e95 0 1 1 0 1 0
e96 0 0 1 1 1 0
e98 0 0 0 1 1 0
e99 0 0 1 1 1 0
e100 0 0 0 1 1 0
e101 0 0 0 1 1 0
e102 0 0 1 1 1 0
e103 0 0 0 1 1 0
e104 0 0 1 1 1 0
e105 0 0 1 1 1 0
e106 0 0 1 1 1 0
e107 0 0 1 1 1 0
e109 0 0 1 0 0 0
e110 0 0 0 0 1 0
e111 0 0 0 0 1 1
e112 0 0 1 0 1 0
e113 0 0 1 0 1 0
e114 0 0 1 0 1 0
e115 0 0 0 0 1 0
e118 0 0 0 0 1 0
e120 0 0 0 0 1 0
e123 0 0 0 0 1 1
e125 1 1 0 1 1 0
e126 1 1 0 1 1 0
e127 1 1 0 1 1 0
e128 1 1 0 1 1 0
e129 1 1 0 1 1 0
e130 1 1 1 1 1 0
e131 1 1 1 1 1 0
e132 1 1 0 1 1 0
e133 1 1 1 1 1 0
e134 1 1 1 1 1 0
e135 1 1 1 1 1 0
e136 1 1 1 1 1 0
e137 1 1 0 1 1 0
e138 1 1 0 1 1 0
e140 1 1 1 0 1 0
e141 1 1 1 0 1 0
e142 1 1 1 0 1 1
e143 1 1 0 0 1 0
e144 1 1 1 0 1 0
e145 1 1 0 0 1 0
e146 1 1 1 0 1 0
e147 1 1 1 0 1 0
e148 1 1 0 0 1 0
e149 1 1 0 0 1 0
e150 1 1 0 0 1 0
e151 1 1 0 0 1 0
e152 1 1 1 0 1 1
e153 1 1 1 0 1 0
e154 1 1 0 0 1 0
79 121 63 68 132 7
53,4 81,8 42,6 45,9 89,2 4,7
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Tabla B.21: Respuestas por estudiante: tarea T4, variables BN (I).
BN
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
e1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
e2 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e3 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
e4 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e5 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e6 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e7 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e8 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e9 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e10 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e11 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
e12 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e13 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e14 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e15 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
e16 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e17 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
e18 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
e19 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e20 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e21 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e22 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e23 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e24 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e26 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e27 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e28 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e29 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e30 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e31 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e32 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e33 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e34 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
e35 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
e36 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
e37 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e38 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e39 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e40 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e41 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e42 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
e43 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e44 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e45 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
e48 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e49 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e50 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e51 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e52 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e53 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e54 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e55 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e56 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e57 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e59 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e60 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e61 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e62 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e63 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1
e64 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e65 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e66 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e67 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e68 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1
e69 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e70 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e71 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
e72 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e73 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e74 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e75 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e76 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e77 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e78 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e79 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e80 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
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Tabla B.22: Respuestas por estudiante: tarea T4, variables BN (II).
BN
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
e81 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e83 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e84 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e85 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e86 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e88 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e89 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e90 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e91 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e92 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e93 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e94 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e95 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e96 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e98 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e99 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
e100 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e101 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e102 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e103 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e104 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e105 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e106 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e109 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e110 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e111 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e112 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
e113 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e114 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e115 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
e118 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e120 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
e123 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e125 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e126 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e127 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e128 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e129 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0
e130 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1
e131 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e132 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e133 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e134 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
e135 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0
e136 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e137 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e138 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e140 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e141 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
e142 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e143 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e144 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
e145 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e146 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0
e147 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e148 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
e149 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e150 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e151 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e152 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e153 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
e154 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
132 130 71 24 60 7 16 8 124 70 31 87 80 3
89,2 87,8 48,0 16,2 40,5 4,7 10,8 5,4 83,8 47,3 20,9 58,8 54,1 2,0
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Tabla B.23: Respuestas por estudiante: tarea T4, variables C (I).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e2 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e3 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
e4 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
e5 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e6 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e7 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e8 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e9 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
e10 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e11 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e12 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e13 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e14 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e15 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0
e16 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e17 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
e18 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e19 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e20 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e21 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e22 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e23 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e24 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e26 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e27 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e28 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
e29 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e30 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e31 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e32 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e33 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e34 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e35 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e36 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e37 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
e38 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e39 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e40 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e41 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e42 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e43 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e44 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e45 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e48 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e49 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e50 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e51 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e52 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e53 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e54 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e55 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e56 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e57 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1
e59 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e60 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e61 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e62 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e63 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
e64 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e65 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e66 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e67 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e68 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e69 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e70 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e71 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e72 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e73 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e74 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e75 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e76 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e77 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e78 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e79 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e80 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
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Tabla B.24: Respuestas por estudiante: tarea T4, variables C (II).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e81 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e83 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e84 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e85 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e86 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e88 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e89 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
e90 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e91 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e92 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
e93 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e94 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e95 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e96 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e98 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e99 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e100 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e101 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e102 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e103 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e104 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e105 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e106 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e109 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0
e110 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
e111 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0
e112 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e113 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e114 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0
e115 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1
e118 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e120 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e125 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e126 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e127 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
e128 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
e129 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e130 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e131 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
e132 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e133 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e134 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e135 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e136 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e137 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e138 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1
e140 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e141 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e142 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e143 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e144 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e145 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e146 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
e147 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e148 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e149 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e150 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e151 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e152 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e153 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e154 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
124 4 4 102 95 22 94 91 110 106 9 14 48
83,8 2,7 2,7 68,9 64,2 14,9 63,5 61,5 74,3 71,6 6,1 9,5 32,4
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Tabla B.25: Respuestas por estudiante: tarea T5, variables Ext y A (I).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e1 0 1 0 1 0 0
e2 0 1 1 1 0 0
e3 0 1 0 1 1 0
e4 0 1 0 1 1 0
e5 0 1 0 1 1 0
e6 0 1 0 1 1 0
e7 0 1 1 1 1 0
e8 0 1 0 1 1 0
e9 0 1 0 1 1 0
e10 0 1 1 1 1 0
e11 0 1 0 1 1 0
e12 0 1 0 0 1 0
e13 0 1 0 0 1 0
e14 0 1 1 0 1 0
e15 0 1 0 0 1 0
e16 0 1 0 0 1 0
e17 0 1 1 0 1 0
e18 0 1 0 0 0 0
e19 0 1 1 0 1 0
e20 0 1 0 0 1 0
e21 0 1 0 0 1 0
e22 0 1 1 0 1 0
e23 1 1 0 1 1 0
e24 1 1 0 1 1 0
e26 1 1 0 1 1 0
e27 1 1 0 1 1 0
e28 1 1 0 1 1 0
e29 1 1 1 1 1 0
e30 1 1 0 1 1 0
e31 1 1 1 1 1 0
e32 1 1 0 1 1 0
e33 1 1 1 1 1 0
e34 1 1 1 0 1 0
e35 1 1 1 0 1 0
e36 1 1 1 0 1 0
e37 1 1 0 0 1 0
e38 1 1 0 0 1 0
e39 1 1 0 0 1 0
e40 1 1 0 0 1 1
e41 1 1 1 0 1 0
e42 1 1 1 0 1 0
e43 1 1 1 0 1 0
e44 1 1 1 0 1 0
e45 1 1 1 0 1 0
e48 1 1 1 1 1 0
e49 1 1 1 1 1 0
e50 1 1 1 1 1 0
e51 1 1 1 1 1 0
e52 1 1 0 1 1 0
e53 1 1 0 1 1 0
e54 1 1 0 1 1 0
e55 1 1 0 1 1 0
e56 1 1 0 1 1 0
e57 1 1 0 1 1 0
e59 1 1 0 1 1 0
e60 1 1 0 1 1 0
e61 1 1 1 0 1 0
e62 1 1 0 0 1 0
e63 1 1 0 0 1 0
e64 1 1 0 0 1 0
e65 1 1 0 0 0 0
e66 1 1 0 0 1 0
e67 1 1 1 0 1 0
e68 1 1 0 0 1 0
e69 1 1 1 0 1 0
e70 1 1 1 0 1 0
e71 1 1 0 0 1 0
e72 1 1 1 0 1 0
e73 1 1 0 0 1 0
e74 1 1 1 0 1 0
e75 1 1 1 0 1 0
e76 0 1 1 1 1 0
e77 0 1 1 1 1 0
e78 0 1 1 1 1 0
e79 0 1 1 1 1 0
e80 0 1 1 1 1 0
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Tabla B.26: Respuestas por estudiante: tarea T5, variables Ext y A (II).
Ext A
1 2 3 4 1 2
e81 0 1 0 1 0 0
e82 0 1 0 1 0 0
e83 0 1 0 1 1 0
e84 0 1 0 1 0 0
e85 0 1 0 1 1 0
e86 0 1 0 0 1 0
e88 0 1 1 0 1 0
e89 0 1 0 0 1 0
e90 0 1 0 0 1 0
e91 0 1 0 0 1 0
e92 0 1 1 0 1 0
e93 0 1 1 0 1 0
e94 0 1 1 0 1 0
e95 0 1 1 0 1 0
e96 0 0 1 1 1 0
e98 0 0 0 1 0 0
e99 0 0 1 1 1 0
e100 0 0 0 1 0 0
e101 0 0 0 1 1 0
e102 0 0 1 1 0 0
e103 0 0 0 1 0 0
e104 0 0 1 1 0 0
e105 0 0 1 1 1 0
e106 0 0 1 1 0 0
e107 0 0 1 1 1 0
e109 0 0 1 0 0 0
e110 0 0 0 0 0 0
e111 0 0 0 0 0 0
e112 0 0 1 0 1 0
e113 0 0 1 0 0 0
e114 0 0 1 0 0 0
e115 0 0 0 0 0 0
e118 0 0 0 0 0 0
e120 0 0 0 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0
e125 1 1 0 1 1 0
e126 1 1 0 1 1 0
e127 1 1 0 1 1 0
e128 1 1 0 1 1 0
e129 1 1 0 1 1 0
e130 1 1 1 1 1 0
e131 1 1 1 1 1 0
e132 1 1 0 1 1 0
e133 1 1 1 1 1 0
e134 1 1 1 1 1 0
e135 1 1 1 1 1 0
e136 1 1 1 1 1 0
e137 1 1 0 1 1 0
e138 1 1 0 1 1 0
e140 1 1 1 0 1 0
e141 1 1 1 0 1 0
e142 1 1 1 0 1 0
e143 1 1 0 0 1 0
e144 1 1 1 0 1 0
e145 1 1 0 0 1 0
e146 1 1 1 0 1 0
e147 1 1 1 0 1 0
e148 1 1 0 0 1 0
e149 1 1 0 0 0 0
e150 1 1 0 0 1 0
e151 1 1 0 0 1 0
e152 1 1 1 0 1 1
e153 1 1 1 0 1 0
e154 1 1 0 0 1 0
79 121 63 68 117 2
53,7 81,8 42,6 45,9 79,1 1,4
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Tabla B.27: Respuestas por estudiante: tarea T5, variables BN (I).
BN
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
e1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e2 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e3 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e4 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e5 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0
e6 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e7 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e8 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e9 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e10 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
e11 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
e12 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e13 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0
e14 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e15 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e16 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0
e17 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e18 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e19 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e20 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e21 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
e22 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 0
e23 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e24 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e26 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e27 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e28 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e29 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e31 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e32 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e33 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e34 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e35 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e36 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e37 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e38 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e39 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e40 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e41 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e42 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e43 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e44 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e45 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e48 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e49 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e50 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e51 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e52 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e53 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e54 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e55 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e56 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e57 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e59 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e60 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e61 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e62 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e63 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1
e64 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e65 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e66 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e67 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0
e68 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e69 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e70 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e71 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e72 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e73 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e74 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
e75 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e76 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
e77 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
e78 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e79 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e80 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla B.28: Respuestas por estudiante: tarea T5, variables BN (II).
BN
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
e81 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e83 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
e84 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e85 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e86 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e88 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e89 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e90 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e91 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e92 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e93 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e94 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
e95 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e96 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e98 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e99 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e101 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e102 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e103 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e104 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e105 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e106 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e109 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e110 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e112 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e114 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e115 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e118 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e125 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e126 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e127 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e128 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e129 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e130 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e131 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e132 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e133 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
e134 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e135 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e136 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e137 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e138 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0
e140 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e141 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
e142 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0
e143 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e144 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e145 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e146 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
e147 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e148 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
e149 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0
e150 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
e151 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
e152 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
e153 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
e154 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
92 105 67 11 36 15 7 11 86 3 17 64 55 2
62,2 70,9 45,3 7,4 24,3 10,1 4,7 7,4 58,1 2,0 11,5 43,2 37,2 1,4
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Tabla B.29: Respuestas por estudiante: tarea T5, variables C (I).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e2 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
e3 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e4 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e5 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e6 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e7 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
e8 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
e9 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e10 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e11 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e12 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e13 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
e14 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1
e15 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0
e16 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
e17 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e18 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e19 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e20 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1
e21 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e22 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
e23 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0
e24 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e26 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e27 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e28 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e29 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e30 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0
e31 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
e32 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e33 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e34 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e35 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e36 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e37 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e38 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
e39 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e40 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e41 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e42 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e43 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e44 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e45 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e48 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e49 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e50 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e51 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e52 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e53 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e54 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
e55 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e56 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e57 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e59 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e60 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e61 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0
e62 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e63 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e64 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e65 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e66 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e67 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e68 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e69 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e70 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e71 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e72 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e73 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e74 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e75 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e76 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e77 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e78 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e79 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e80 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
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Tabla B.30: Respuestas por estudiante: tarea T5, variables C (II).
C
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e81 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e82 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e83 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0
e84 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e85 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e86 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e88 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e89 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0
e90 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e91 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e92 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e93 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e94 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e95 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e96 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
e98 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e99 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e101 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e102 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e103 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e104 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e105 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e106 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e107 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e109 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e110 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e112 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e114 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e115 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e118 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e123 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e125 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e126 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e127 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1
e128 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
e129 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
e130 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e131 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e132 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e133 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0
e134 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e135 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0
e136 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
e137 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e138 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1
e140 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e141 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
e142 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1
e143 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e144 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e145 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e146 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e147 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
e148 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1
e149 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
e150 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0
e151 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1
e152 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
e153 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e154 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0
106 3 3 71 46 28 61 41 79 74 3 26 40
71,6 2,0 2,0 48,0 31,1 18,9 41,2 27,7 53,4 50,0 2,0 17,6 27,0
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Anexo C
El estudiante y la maquina
Es indudable que uno de los deberes principales del sistema educativo consiste en
la transmision del conocimiento de una generacion a la siguiente. En particular, la en-
se~nanza de las matematicas debe tener por objetivo la transmision de los conocimien-
tos principales de la ciencia matematica, junto con la transmision de los valores y los
principios que rigen el pensamiento matematico. Por ello, la metodologa para hacer
matematicas en la escuela debe ser lo mas el posible al quehacer de un matematico
profesional. Es decir, se debe garantizar, a partir del metodo de la \reinvencion", que
los estudiantes descubran propiedades, invariantes y nuevas deniciones matematicas,
enlazando conocimientos previos con conocimientos emergentes en la practica operativa
y discursiva en el aula.
La didactica de las matematicas propone enfoques teoricos y metodologicos que
garanticen esta transmision, equilibrando, por un lado, la delidad con las formas de
hacer ciencia, y por otro lado, la optimizacion de recursos dentro del sistema educativo.
Precisamente, el Enfoque del aprendizaje por modelos dinamicos (Bu y Schoen, 2011)
coloca al software de geometra dinamica en un lugar privilegiado dentro del dise~no
del medio didactico. Sin embargo, la utilizacion del software en la practica matematica
profesional y escolar no esta libre de controversia.
En la seccion 2.2 se profundiza en los procesos de demostracion matematica escolar
con la asistencia de modelos dinamicos. Se describen las caractersticas que deben tener
los modelos dinamicos para asegurar un proceso de demostracion matematica que respete
la progresion inductivo-deductiva. Se presentan, ademas, ejemplos de modelos dinami-
cos dise~nados para trabajar los distintos momentos de utilizacion del software dinamico,
estos son: la exploracion, la ilustracion y la demostracion. En la seccion 3.2.2 se com-
plementa este discurso con aportaciones sobre la percepcion social de las matematicas
y el encaje que tiene el software en la practica diaria del matematico profesional.
No ha sido posible la introduccion de informacion adicional en el cuerpo del texto
de este trabajo, que trate la controversia sobre la legitimidad del uso del software en
la practica matematica. Sin embargo, no hay duda de que el ordenador sigue teniendo
detractores entre matematicos profesionales y docentes de matematicas. Por ello, se
resumen en este anexo algunas consideraciones adicionales en relacion a la conveniencia
o no del uso del ordenador en la escuela. Se presentan algunos ejemplos historicos del
uso del ordenador y se naliza con una panoramica del estado actual de la comunidad
de software dinamico.
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A n de cuentas, y parafraseando a The Buggles1, >acabara el ordenador con los
principios de la ense~nanza matematica?
El Teorema de los Cuatro Colores
La funcion del ordenador es basicamente la misma en todas las disciplinas del saber.
Al igual que otras maquinas o aparatos, el ordenador se utiliza para facilitar la resolucion
de una tarea, cuando esta es excesivamente larga o tediosa y no se quiere resolver por un
procedimiento manual. De esta forma, tanto la maquina como el usuario \transforman"
cierta forma de energa y la aplican en labores mas adecuadas, optimizando el esfuerzo
del usuario. En matematicas la maquina es bienvenida, por ejemplo, en procesos de
calculo en analisis numerico, a la hora de realizar estadsticas con grandes bases de
datos, y en la representacion graca en dos y tres dimensiones de funciones, ecuaciones
y objetos geometricos.
Los procesos de demostracion matematica son complejos y requieren de la articula-
cion de nociones, proposiciones y argumentos, mas alla del solo calculo numerico. Por
ello, cuando la asistencia del ordenador se limita al calculo de largas y tediosas opera-
ciones, no se puede considerar que forme parte de un proceso de demostracion. Ademas,
los resultados matematicos se presentan y redactan de forma que se debe garantizar
que los pasos deductivos de la demostracion sean revisables. A priori, si se delegara
a un ordenador la realizacion de un paso determinado en una secuencia deductiva, se
debera garantizar, asimismo, que una persona fuera capaz de revisar la produccion del
ordenador, para garantizar que es correcto.
En resumen, la ejecucion de un eslabon en una cadena deductiva se deja en manos
del ordenador cuando esa tarea es excesivamente ardua o repetitiva para que la realice
una persona en un espacio de tiempo razonable, pero la correccion de ese eslabon no se
puede validar hasta que una persona la verique de forma \manual". Para salir de la
paradoja, se podra solicitar a una persona que verique la correccion de la programacion
del software o el esquema que aplica la maquina en su resolucion, en lugar de vericar
todos y cada uno de los pasos de la maquina. Pero la incertidumbre se mantiene: >como
puede garantizar la mente humana que el ordenador no ha cometido ningun error dentro
del proceso sistematizado?
Historicamente, la utilizacion del ordenador en la demostracion de un teorema viene
ligado al Teorema de los Cuatro Colores. El problema original consiste en encontrar
el menor numero de colores necesarios para colorear las regiones conexas de cualquier
mapa, de modo que regiones adyacentes con frontera comun esten pintados tambien
por colores diferentes. Si bien algunos mapas requieren mas colores que otros para ser
coloreados siguiendo esta regla, lo que se busca es el menor numero que funcione para
todos los mapas.
El problema de la coloracion de los mapas es sencillo de formular pero extremada-
mente complejo de resolver. A lo largo de varios siglos se han sucedido intentos fallidos
o incompletos para demostrar que cuatro colores bastan para colorear cualquier ma-
pa. Hoy en da, la \demostracion" del teorema cuenta con un desarrollo en el que se
comprueban, uno por uno, miles de conguraciones a partir de un software informatico
con un dise~no ad hoc. Precisamente, la comprobacion \manual" de esos miles de casos
1The Bugles es un grupo musical britanico que en 1978 vaticino la muerte de la estrella de la radio
en manos del video-reproductor, en su celebre Radio Killed the Radio Star.
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diculta la demostracion formal clasica del teorema.
La conjetura establece que cuatro colores son sucientes para pintar cualquier mapa,
y la presenta Guthrie2 en el a~no 1 852 (Barnette, 1983). El resultado era advertido entre
los cartografos de la epoca y no se conocan contraejemplos, pero nadie era capaz de
presentar un argumento que validara la conjetura, que es falsa, a no ser que se a~nadan
al enunciado cuatro hipotesis adicionales:
1. El mapa se dibuja sobre un plano innito o una esfera.
2. Se considera que dos regiones tienen una frontera comun, cuando este formada
por un segmento o un arco. Las regiones que limitan sobre un vertice no tienen
frontera comun.
3. Siempre que se dibuje un mapa en el plano, existira en el exterior una parte
ilimitada que se expande al innito. Esta parte se considera asimismo una region.
4. Cada region esta formada por una unica pieza. Es decir, una region no puede estar
formada por dos partes inconexas que requieran de un color comun.
En 1 879, 25 a~nos despues de la publicacion de la conjetura, el abogado ingles A.B
Kempe presenta una primera demostracion a la conjetura de los cuatro colores, que re-
sulta fallida. Previamente, durante la revolucion industrial (1820{1840), Babbage haba
ultimado ya su maquina de diferencias, pero faltaban todava unos a~nos hasta la apari-
cion de los primeros ordenadores, y la demostracion de Kempe no se vala de ellos.
\Demostracion" de Kempe
Kempe baso su demostracion en una estrategia que iba reduciendo el numero de
colores necesarios para colorear un mapa cualquiera. En su argumentacion, se ja en
las cadenas de dos colores alternos que se pueden formar sobre el mapa, y que llevan
por ello el nombre de cadenas de Kempe (Barnette, 1983). Al cambiar entre s los dos
colores que forman la cadena, uno por otro, Kempe identica los intercambios que dan
como resultado una reduccion en el numero de colores necesarios para colorear el mapa.
Al aplicar su estrategia para el intercambio de colores, Kempe llega a las siguientes
conclusiones:
1. En un vertice en el cual concurren cinco aristas, las cinco regiones adyacentes se
pueden colorear con cuatro colores.
2. En todo mapa hay una region delimitada a lo sumo por cinco aristas.
Kempe comete un error en la demostracion de la primera propiedad, que se descu-
bre 11 a~nos despues de la publicacion de su trabajo. En caso de ser cierta la primera
armacion, Kempe no solo habra dado una demostracion al teorema, sino que ademas
esta demostracion sera constructiva y permitira presentar un metodo para hallar la
coloracion con cuatro colores de cualquier mapa.
La segunda armacion s es correcta y se justica analizando las propiedades numeri-
cas que relacionan vertices (V), aristas (A) y regiones3 (C) en un mapa. Como apoyo al
2Francis Guthrie (1831{1899), matematico y botanico sudafricano: se encontraba coloreando un mapa
de las regiones de Inglaterra cuando da cuenta del hecho a su hermano Frederick. Llega as a manos de
DeMorgan, su profesor de matematicas, el cual, interesado, lo comunica por carta a Hamilton.
3Se utiliza aqu la letra C para indicar las regiones de un mapa, en coherencia con otros resultados
de teora de grafos, en los que las caras de un poliedro juegan un papel equivalente.
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conteo, se marca, ademas, cada uno de los extremos de las aristas (N). Kempe aplica en
su demostracion multitud de relaciones numericas que enlazan las cantidades V, A, C y
N, en casos generales aplicables a todos los mapas y en casos particulares de mapas con
caractersticas concretas. Estas igualdades y desigualdades aportan informacion parcial
sobre las condiciones que deben cumplir los elementos del mapa, pero no son concluyen-
tes para desarrollar una demostracion del Teorema de los Cuatro Colores. Se requiere,
ademas de estos resultados numericos, la aplicacion del formula de Euler4.
Originalmente, la formula de Euler muestra la relacion existente entre el numero de
vertices, aristas y caras de los poliedros. Al identicar las caras (C) del poliedro con
regiones en el mapa, la ecuacion tiene ahora validez en el plano y aporta informacion
adicional a la resolucion del problema de los cuatro colores. Para poder aplicar el resul-
tado de Euler al problema de los cuatro colores, se debe interpretar que un mapa es un
grafo planar conexo5, en cuyos vertices convergen al menos 3 artistas, y cuyas caras (o
regiones del mapa) estan delimitadas por curvas cerradas simples. En ese caso, la suma
de vertices y caras, menos el numero de aristas, permanece invariable:
V  A+ C = 2
La formula de Euler se demuestra a partir de un proceso de eliminacion de aristas y
vertices, que mantienen invariable la relacion de la formula. Es decir, en un poliedro (o
un grafo planar conexo) se pueden eliminar aristas o vertices, de forma que la relacion
existente entre vertices, aristas y caras (regiones) no se vea afectada por la elimina-
cion. En particular, se aplican dos tipos de eliminacion que permiten obtener grafos
\equivalentes":
1. Se elimina una arista, pero se mantienen los dos vertices que lo delimitan.
2. Se elimina una arista y uno de los vertices de forma simultanea.
En cualquiera de esos dos casos, al pasar del grafo original al simplicado, el valor
V  A+C no se ve alterado. Este proceso de eliminacion termina en un grafo colapsado
con un solo vertice, sin aristas, y con una unica region (es decir, 1   0 + 1 = 2). Dado
que el valor de ese computo no ha variado al simplicar el grafo, la ecuacion original
tambien cumple V  A+ C = 2.
Kempe utiliza la misma estrategia que Euler para demostrar que en todo mapa que
cumpla las condiciones iniciales del enunciado, existe una region delimitada, a lo sumo,
por cinco aristas. Utiliza, para ello, la formula de Euler y una serie de propiedades
numericas de los grafos. En primer lugar, Kempe marca los extremos de las aristas
del grafo con la variable auxiliar N, y clasica las regiones atendiendo al numero de
aristas que delimitan cada region. Es decir, si pi es en numero de regiones delimitado
exactamente por i aristas, entonces:
(1) N =
1X
i=2
ipi
4A pesar de que Euler publico la demostracion de este resultado en 1 752, es muy posible que este
fuera conocido cien a~nos antes, dado que fue encontrado en unos manuscritos en posesion de Leibniz
atribuidos a Descartes.
5Un grafo es planar cuando sus aristas solo intersecan en otros vertices del grafo. Un grafo es conexo
cuando es posible recorrer la parte del grafo comprendido entre dos vertices cualesquiera, a traves de
sus aristas.
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Como cada arista tiene dos extremos, se tiene N = 2A, y por ello, la igualdad (1) se
puede escribir de la siguiente forma:
(2)
1X
i=2
ipi = 2A
Por otro lado, el numero total de regiones del mapa, C, se puede escribir como la
suma de las distintas cantidades de regiones, pi, que estan delimitadas por i aristas.
(3)
1X
i=2
pi = C
A continuacion, Kempe multiplica la expresion (3) por 6, y le resta a lo obtenido la
expresion (2), para conseguir:
(4)
1X
i=2
(6  i)pi = 6C   2A
Por un lado, la formula de Euler implica 6V   6A + 6C = 12. Por otro lado, cada
arista cuenta con dos extremos (N = 2A), y ademas, de cada vertice emergen al menos
tres aristas (N  3V ), es decir, 2A  3V . De todo ello resulta la expresion que interesa
a Kempe:
(5)
1X
i=2
(6  i)pi  12
En la expresion (5), solo los cuatro primeros terminos son positivos, y ademas, a
partir de un ciertondice i0, pi0 = 0. Este hecho implica la existencia en cada grafo de una
region con a lo sumo 5 aristas de frontera, es decir, demuestra la segunda armacion de
Kempe. En conclusion, la teora de grafos se maniesta como una herramienta acertada
para atacar el problema de los cuatro colores. Sin embargo, la argumentacion deductiva
clasica no es suciente para demostrar la primera armacion, que queda abierta. Un
siglo mas tarde, Appel y Haken utilizan el ordenador para completar la demostracion.
Demostracion de Appel y Haken
Appel y Haken utilizan tambien la Teora de Grafos para atacar el problema de
los cuatro colores (Saaty y Kainen, 1977). A nales del siglo XX, la teora de grafos
esta consolidada, y por ello, su terminologa varia con respecto a la terminologa inci-
piente utilizada por Kempe un siglo atras. Appel y Haken disponen de una teora de
gran potencia para desarrollar su demostracion y concatenan una serie de resultados
sosticados. Sin embargo, al igual que sucediera a Kempe, la utilizacion exclusiva de
argumentos deductivos no es suciente para abordar la complejidad del problema de
los cuatro colores, y Appel y Haken recurren nalmente a la realizacion extensiva de
calculos, es decir: realizan un estudio, caso por caso, de un conjunto de cerca de 2 000
grafos. Este ultimo paso no se puede abordar de forma manual, y por ello, recurren a la
asistencia de un ordendor.
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En lugar de argumentar la coloracion de regiones, Appel y Haken toman como punto
de partida el mapa dual6 M 0 de cada mapaM . De esta forma, la coloracion se argumenta
ahora sobre vertices y recorridos por Hamiltonianos7 sobre las aristas, en lugar de sobre
regiones. Utilizando este nuevo enfoque, demostrar la conjetura de los cuatro colores es
equivalente a demostrar la inexistencia de mapas denominados irreducibles, que cumplen
las siguientes caractersticas:
El mapa requiere de 5 colores para su coloracion.
Cualquier mapa con menor numero de regiones requiere de 4 colores para su colo-
racion.
Para simplicar la terminologa, se dice que un mapa es n-colorable si requiere de
n colores para su coloracion. As, en las caractersticas anteriores, se puede hablar de
mapas 4- y 5-colorables.
El argumento de la demostracion se puede resumir como sigue. La existencia de
un mapa irreducible implica la existencia de mapas irreducibles triangulares, es decir,
mapas en los que en cada vertice convergen exactamente 3 aristas. Como todo mapa
irreducible es conexo, se deduce de lo anterior que el mapa es ademas 3-conexo8. De todo
lo anterior, Appel y Haken consiguen demostrar que la existencia de un mapa irreducible
implica la existencia de grafos 4-conexos Hamiltonianos.
En resumen: si se demuestra que todo grafo Hamiltoniano es 4-colorable, entonces no
pueden existir grafos irreducibles. Esto es cierto puesto que un grafo irreducible no puede
tener ningun vertice con valencia9 menor que 5 (en efecto, esta era la segunda armacion
de Kempe). Llegados a este punto, demostrar la conjetura de los cuatro colores consiste
en demostrar que \todo grafo tiene una conguracion interna reducible".
Llegados a este punto, Appel y Haken deciden utilizar el estudio extensivo de casos.
Proceden a catalogar los mapas en funcion del numero de vertices, de menor a mayor.
A continuacion, demuestran caso por caso que todos los mapas deben ser reducibles.
En primer lugar, se analizan las conguraciones con menor numero de vertices, por
ejemplo: los vertices con valencia menor que 5 son reducibles; los vertices con valencia
5 y con tres vertices contiguos de valencia 5 son reducibles; etc. A continuacion, se
estudian las conguraciones con mayor numero de vertices. En un momento dado, estas
conguraciones tienen un cierto tama~no, y no se puede evitar que incluyan en su interior
una conguracion reducible catalogada con anterioridad. Como resultado, se demuestra
la inexistencia de conguraciones irreducibles y la conjetura queda probada.
Appel y Haken desarrollan herramientas informaticas propias para construir de forma
sistematica cada una de estas conguraciones, y as poder analizar la reducibilidad de
cada una de ellas. En la ultima fase de la demostracion, se realiza un catalogo de mapas
que contienen conguraciones reducibles. Un conjunto de mapas se dice inevitable si cada
6El mapa dual M 0 de un mapa M , es aquel que sustituye regiones por vertices, de forma que se unen
por una arista cada nueva pareja de vertices siempre y cuando sus respectivas antiguas regiones tuvieran
una frontera comun.
7Un grafo es Hamiltoniano cuando existe un circuito que recorre todos los vertices del mismo. Un
modo sencillo de colorear un mapa Hamiltoniano consiste en emplear dos colores para pintar de forma
alterna las regiones interiores, y los otros dos para las regiones exteriores.
8Un grafo es n-conexo si tiene al menos n + 1 vertices y es necesario eliminar al menos n de ellos
junto con sus aristas adyacentes para separar dos vertices cualesquiera.
9Se denomina valencia al numero de aristas que convergen en un vertice. Un mapa se dice n-valente
cuando todos sus vertices tienen valencia n.
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grafo del conjunto contiene al menos una de estas conguraciones reducibles. El software
de Appel y Haken llega a construir un conjunto inevitable de 1 936 conguraciones,
y el programa informatico asegura la reducibilidad de cada uno de estos grafos. Mas
adelante, tras un proceso de simplicaciones progresivas, el conjunto inicial se reduce a
1 482 conguraciones.
As, en 1 976, la conjetura del problema de los cuatro colores se convirtio en el
Teorema de los Cuatro Colores. A pesar del trabajo y el esfuerzo de Appel y Haken, hoy
da, la demostracion sigue teniendo detractores, y el empleo del ordenador en procesos de
demostracion matematica sigue siendo controvertido en la comunidad matematica. Estos
detractores utilizan el argumento de la validacion: >se puede asegurar, sin la intervencion
directa de un ser humano, que el ordenador realiza todas las comprobaciones oportunas,
sin pasar por alto alguna conguracion?, >como se puede garantizar que el programa
informatico no se \equivoco" en algun computo?
Dejar una comprobacion larga y molesta en manos de un programa informatico es,
desde el punto de vista de la demostracion matematica, controvertido. Sin embargo,
resulta tambien de gran ayuda en tareas que de otra forma no se podran llevar adelante
en un intervalo razonable de tiempo. Dado que el sistema educativo en general, y la
ense~nanza de las matematicas en particular, deben ser eles a la losofa y los principios
del quehacer matematico, y partiendo del hecho de que el ordenador forma parte del da
a da en el siglo XXI, se hace inprescindible denir la relacion que el estudiante tiene
con la maquina.
El desarrollo de la maquina pensante
La utilizacion de una computadora para facilitar calculos complejos en una demos-
tracion matematica, no deja de ser similar al empleo de una sosticada calculadora. El
Teorema de los Cuatro Colores se demuestra gracias a la utilizacion de un instrumento
de calculo complejo, un programa informatico dise~nado ad hoc para la tarea.
Sin embargo, la resolucion del Teorema de los Cuatro Colores no es sino un punto
de partida a lo que sera el trabajo en matematicas durante las siguientes decadas. Hoy
da, existen lenguajes de programacion y programas informaticos que asisten la labor
del matematico profesional en su quehacer diario: Cabri-Geometre II Plus, GeoGebra,
GAP, MatLab, Wolfgram Mathematica, etc.
Una demostracion matematica debe ser logica y comprendida por la mente humana,
pero es posible concebir una maquina que realice la labor de forma automatica. La
discusion losoca sobre la diferencia entre lo humano y la maquina es antigua y tanto
la ciencia como el arte se han ocupado de ella. Descartes10 postulo dos premisas para
discriminar entre humano y maquina, estas son:
1. La maquina no dispone de un mecanismo de retroalimentacion.
2. No dispone de una razon generalizada.
El ordenador digital es lo que mas se parece hoy en da a una maquina pensante.
La revolucion industrial jugo un papel determinante en la costruccion de las primeras
maquinas calculadoras mecanicas, que mas adelante serviran de base para la maquina
digital de Turing.
10Descartes sentencio que los animales eran maquinas, asimismo.
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La maquina analtica
En la decada de 1 820, Charles Babbage formulo y construyo maquinas que juga-
ban al tres en raya y al ajedrez, y maquinas que realizaban calculos aritmeticos11. Se
baso para sus dise~nos en los automatas artesanos que haba conocido en su infancia.
Estos automatas eran construidos por artesanos sin un estudio cientco previo, a partir
de pruebas, ensayos y errores. Eran los albores de la revolucion industrial, y la tradi-
cion artesanal haba evolucionado a un punto en el que era posible construir telares
automaticos que generaban patrones a partir de cuartillas troqueladas.
En este contexto, Babbage recibio una importante suma de dinero de mano del Go-
bierno Britanico, para construir la maquina de diferencias o molino aritmetico. Cuando
el dise~no estaba ultimado, el propio Babbage lo desecho por otro ingenio mas ambicioso:
la maquina analtica. Ambos ingenios tienen por objetivo el calculo de aproximaciones
numericas de funciones (gura C.1), y estan inspirados en la nocion de division del
trabajo, puesto en funcionamiento durante la revolucion industrial por Adam Smith.
Figura C.1: Maquina de diferencias y maquina analtica (unocero.com).
La maquina de diferencias consta de N ejes o columnas, que representan un valor
numerico cada uno. En cada eje hay insertados engranajes que toman valores del 0 al 9,
indicando cada engranaje un valor decimal determinado, en funcion de su posicion. El
mecanismo de la maquina realiza sumas entre los valores de los engranajes, modicando
en cada iteracion el valor numerico relativo al eje.
En la maquina analtica Babbage mejora el dise~no anterior, cuantitativa y cualita-
tivamente. Por un lado, la maquina dispone de miles de ejes y engranajes, que solo se
pueden accionar con el aporte energetico de una maquina de vapor. Por otro lado, la es-
tructura de la maquina incluye un sistema de control, regulada con un sistema de tarjetas
perforadas. Es decir, a diferencia de la maquina de diferencias, la maquina analtica dis-
pone de un mecanismo de entrada, memoria, unidad de control, unidad aritmetico-logica
y un mecanismo de salida. El sistema de control permite, pues, almacenar instrucciones,
para alterar en un momento determinado el orden de las operaciones en funcion de los
calculos previos obtenidos, y posibilita, de esta forma, adaptar el uso de la maquina a
situaciones multiples.
11Charles Babbage fue Lucasian Professor de matematicas en Cambridge, en perodo 1828{1839 y se
le atribuye ser el precursor de la investigacion operativa actual.
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Babbage tuvo por ayudante a la tambien matematica Lady Lovelace, hija de Lord
Byron. La ayudante de Babbage tuvo gran implicacion en el proyecto de construccion
de ambas maquinas, y sus palabras dejan una clara constancia del potencial del segundo
ingenio en comparacion al primero: \la maquina analtica es a la maquina de diferencias,
lo mismo que el analisis es a la aritmetica".
Las maquinas de Babbage son ejemplos maquinas de estados discretos, es decir,
maquinas en las que los engranajes y los ejes, los datos y las instrucciones almacenadas,
toman valores discretos, y los cambios de estado en estos elementos ocurren de forma
subita.
Aunque no hay duda de la capacidad de calculo de las maquinas de estados discretos,
estas carecen de pensamiento original. Es decir, la maquina solo es capaz de analizar
aquello que el programador sea capaz de hacerle analizar. Sin embargo, no son capaces
de prever y luego de actuar en consecuencia a esa prevision. En su juego de la imitacion,
Alan Turing intenta solventar las carencias que haran de la maquina un ser pensante.
Para ello, centra su discurso en la computadora digital, es decir, una maquina que
modeliza a todas las posibles maquinas de estados discretos.
El juego de la imitacion
Alan Turing reformula las premisas de Descartes en un test (el denominado Test de
Turing) que tiene por objetivo discriminar, a partir de una secuencia de preguntas y
respuestas, a una maquina de un ser humano12. Para el dise~no del test, Turing deja de
lado la pregunta \>pueden pensar las maquinas?" y plantea, en su lugar, el \juego de la
imitacion" (Turing, 2012).
En su dise~no original (gura C.2), el juego de la imitacion consta de un interrogador
(C), y de dos concursantes (A y B), de ambos sexos. El objetivo de C consiste en
averiguar el sexo de A y B, realizando, para ello, cuantas preguntas sean necesarias. C
recive por escrito la transcripcion de las respuestas (siempre verdaderas), que emiten A
y B. El objetivo de A y B es conseguir que C se equivoque en la asignacion de sexos,
contestando para ello de la forma mas ambigua posible.
Figura C.2: El juego de la imitacion, version original.
En el juego de la imitacion de Turing, el jugador A o B deja el juego, y se pone en
su lugar una maquina, en el sentido de \ingenio analitico" de Babbage (una calculadora
electronica o una computadora digital). Es decir, Turing descarta en su imaginario otro
tipo de tecnicas, como la biotecnologa o los ingenios experimentales cuyo funcionamiento
no se pueda explicar completamente.
12Alan Turing desarrollo tambien la maquina analtica de Babbage, para dise~nar y construir las deno-
minadas \bombas" de Bletchley Park. Estas maquinas se emplearon durante la segunda guerra mundial
para descifrar el codigo de la maquina alemana Enigma.
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El juego consiste ahora en que C descubra, a partir de preguntas y respuestas, quien
es el ser humano y quien es la maquina. El objetivo de la maquina consiste en hacerse
pasar por humano. Para Turing, una maquina \piensa" si al contestar a preguntas
realizadas por un ser humano, este es incapaz de decidir si las da una maquina u otro
ser humano. Por lo tanto, la maquina \piensa" si es capaz de \imitar" al ser humano.
Las premisas de Turing pueden parecer, en una primera lectura, algo ingenuas. De
hecho, John Searle13 se burla de Turing, calicando su planteamiento de \conductismo
simplon". La objecion de Searle apela a la \conciencia", pero hay otro tipo de objeciones
que tienen que ver, por ejemplo, con la teologa (las maquinas, al igual que los animales,
carecen de alma) o la biologa (el sistema nervioso forma un continuo, que los estados
discretos de la maquina no pueden imitar). El propio Turing discute y refuta algunas
de estas opiniones contrarias a la cuestion principal (Turing, 2012), entre las que se
encuentra la objecion matematica del Teorema de Godel.
La objecion matematica
La maquina de Turing14 es, en origen, una nocion teorica, que se utiliza como medio
para denir de forma precisa la idea intuitiva de numero computable o calculable15 (Tu-
ring, 2012). En la actualidad, las computadoras digitales son, en la practica, maquinas
universales de Turing16.
Al profundizar en la programacion de sus maquinas, Turing se da cuenta de la exis-
tencia de un problema de incalculabilidad o indecidibilidad : el problema de la parada,
segun el cual, todo algoritmo programable es susceptible de entrar en un bucle o secuen-
cia que no le permite obtener un resultado en un numero nito de pasos. Este resultado
limita los estados en los que puede trabajar toda maquina teorica, y tiene su reejo en
un resultado matematico de caractersticas similares: el teorema de indecidibilidad de
Godel.
El teorema de Godel establece que, en todo sistema logico que sea consistente, se
pueden formular enunciados que no se pueden demostrar pero tampoco se pueden refutar
dentro del propio sistema (Godel, 2009). El proposito de Turing estriba en trasladar al
lenguaje de las maquinas el resultado del teorema de Godel, mejorando y haciendo mas
inteligible la idea fundamental que origina el problema: la teora de funciones recursivas,
que se basa en el uso de lenguajes formales. Garrido (Godel, 2009) sintetiza la paradoja
en los siguientes terminos:
\La maquina universal sera capaz de descodicar y simular la estructura
y la funcion de cualquier maquina de Turing, incluida ella misma, lo
cual es tanto como decir que sera capaz de cualquier calculo realizable,
13John Searle es el autor de un experimento que tiene por objetivo desacreditar el planteamiento de
Turing. El experimento teorico lleva el nombre de \La Habitacion China". En el juego, se encierra en
una habitacion a una persona que desconoce el chino. La persona dispone de un codigo gracias al cual
puede relacionar ideogramas chinos con de forma inteligible, pero llegar a comprender el idioma. Searle
deende que, en esta situacion, se cumple el postulado de Turing, pero no se llega a la comprension.
14Se denomina maquina de Turing a cualquier maquina que sea capaz de ejecutar una tarea aritmetica
particular.
15En general, un problema es calculable cuando se puede resolver algortmicamente en un numero
nito de pasos previamente programados.
16La maquina universal de Turing es una maquina de Turing capaz de imitar el funcionamiento de
cualquier otra maquina de Turing.
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aunque no, naturalmente, de rebasar la barrera de lo incalculable, como
indica el aludido resultado de limitacion" (Godel, 2009, 55)
Este aporte de la logica matematica se puede usar, por tanto, para demostrar que
los estados discretos de una maquina tienen limitaciones. Es decir, la maquina universal
tiene una capacidad innita, pero siempre habra tareas que la maquina no pueda resolver.
Volviendo a la cuestion inicial, esto implica que se puede dise~nar una maquina que
cumpla la funcion de dar respuestas en el juego de la imitacion. Sin embargo, siempre
existiran preguntas que la maquina no pueda contestar en un espacio de tiempo nito,
o preguntas a las que contestara de forma equivocada.
Turing y Godel son conscientes de las conexiones entre los sistemas formales y los
sistemas calculables, y estan de acuerdo en las limitaciones en torno a la decidibilidad.
Sin embargo, discrepan en el alcance de esta limitacion. Turing deende la idea de que
las limitaciones de los sistemas formales, y por extension, la inevitable limitacion de las
maquinas tienen su reejo en las incapacidades de la mente humana: el ser humano y la
maquina no son infalibles. Por ello, deende la idea de que la estructura del ordenador
digital es un modelo valido para la investigacion de la mente, y por extension, para
el desarrollo de la inteligencia articial. Esta idea es conocida con el nombre de la
metafora del ordenador. Godel niega la validez de la metafora del ordenador, y propone
como contraejemplo su propio resultado de indecidibilidad.
\Supongase un ordenador en marcha tras haber sido alimentado con los
principios y las reglas de construir y de inferir formulas del sistema formal
de la aritmetica. Cuando la maquina se encuentre inexorablemente con
la formula indecidible G, se detendra de modo automaico, sin poder salir
de su perplejidad. Pero cualquier sujeto humano puede apreciar sin gran
esfuerzo que esa formula indecidible es verdadera, puesto que predica de
s misma la caracterstica de ser indemostrable y eso acaba de probar."
(Godel, 2009, 59)
Una vez la discusion entra en el topico de la inteligencia articial, el tema toma un
cariz losoco. Dado que un sistema logico no se puede probar a s mismo, la creacion
de un ordenador pensante implica, paradojicamente, su imperfeccion. Una maquina in-
falible sera perfecta, y por lo tanto, no-inteligente en el sentido humano. Sea cual sea el
desarrollo de esta discusion, el hecho es que en la actualidad existen maquinas que son
capaces de pasar la criba de Descartes, y de ganar en el juego de la imitacion de Turing.
La cuarta discontinuidad
Hoy da existen maquinas capaces de pasar tanto la criba de Descartes como la de
Turing, por lo que estas cribas han quedado obsoletas. No en vano, Mazlish (1995) se
atrevio a plantear, ya en los a~nos 90, una \cuarta discontinuidad", anticipando una nueva
ruptura en la relacion entre el ser humano y la maquina. Al igual que ocurrio con las
tres rupturas anteriores, debidas a Copernico, Darwin y Freud, la supuesta superioridad
humana queda una vez mas en entredicho, esta vez ante la maquina.
Copernico considero la tierra como parte del cosmos, desplazando nuestro planeta
del centro del universo.
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Darwin fue mas alla y relego al ser humano a la condicion de animal en constante
evolucion, despojandolo de su categora de due~no y se~nor.
Freud relativizo la racionalidad del ser humano, al considerar la importancia del
inconsciente en los procesos mentales.
Estos tres impactos resultaron ser un fuerte golpe a la necesidad del ser humano
por sentirse superior al medio que le rodea. La idea de la cuarta discontinuidad plantea
que el ser humano ni siquiera es superior a la maquina, sino que el funcionamiento del
cerebro humano y la maquina son cada vez mas similares. Los automatas ejemplican la
identicacion que tiene el ser humano con la maquina, mas cuando este tiene su forma y
apariencia fsica. Sin embargo, carecen del sutil uido universal o magnetismo vital que
le den alma y razon.
Para Karl Marx, existe una diferencia moral entre herramienta y maquina, dado
que la primera extiende nuestro poder personal, en tanto que la segunda nos somete
a su organizacion impersonal. Con la revolucion industrial, el tiempo deja de ser un
elemento natural y pasa a ser una obra del ser humano. Al igual que se empiezan
a concebir los procesos naturales y fsicos como grandes y complejos mecanismos de
relojera, los objetivos del aprendizaje tambien se regulan temporalmente. Con el reloj, el
ser humano se ha vuelto mecanico, la mecanizacion de las manos conlleva la mecanizacion
del pensamiento.
El cambio producido en el siglo XIX en cuanto a los sistemas productivos, sirve de
metafora para la ense~nanza de las matematicas. La autorregulacion del trabajo domesti-
co implica trabajar hasta completar las necesidades inmediatas, al igual que los procesos
de resolucion de problemas tienen su propio objetivo y se desarrollan al ritmo de la re-
exion. Por contra, la fabrica deshumaniza al ser humano, ya que le obliga a desarrollar
labores parciales que no tienen sentido en s mismos, en benecio de un bien general
y mayor. Es decir, los procesos matematicos estandarizados y atomizados son la cade-
na de montaje de los centros de ense~nanza, que mecaniza los procesos de resolucion y
aprendizaje.
En la educacion, los instrumentos tecnologicos son cada vez mas extensiones del
estudiante, extremidades bionicas que le facilitan las tareas. La maquina es una pro-
longacion de la mano del estudiante, y la relacion es cada vez mas simbiotica. Puede
ser medicinal, como las gafas a los implantes de coclea, o un instrumento que asiste al
pensamiento, como los ordenadores de bolsillo.
Desde que ocurriera la revolucion industrial, innumerables autores han escrito satiras
en las que se comparan sus respectivas civilizaciones con sociedades cticias. En ellas,
se especula con la posibilidad de destruir las maquinas y volver al anterior modelo de
sociedad, por miedo al desarrollo que estas puedan tener y el riesgo que conlleva su
excesiva evolucion. Evidentemente no hay forma de parar los avances tecnologicos. No
tiene sentido querer ser los nuevos ludistas 17.
Puesto que no hay forma de frenar la revolucion digital en la ense~nanza de las
matematicas, solo cabe analizarla y darle el mejor empleo posible. Desde el punto de
vista de la educacion, el contexto tecnologico nos obliga a reformular la relacion que
tenemos con nuetras maquinas, y por extension, la relacion que queremos tengan los
estudiantes de matematicas con las mismas, as como las propuestas para su accion
instrumental.
17Ludista: detractores contrarrevolucionarios que destrozaban maquinas durante la revolucion indus-
trial.
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